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Partie I 

Algebres de Lie : generalities et 
classifications 

1 Algebres de Lie : definitions, exemples. 

1.1 Definition et exemples 

Dans tout ce travail, les algebres de Lie considerees seront complexes. Lorsque nous serons interesscs par 
le cas reel ou par dcs algebres de Lie sur un anncau quclconque, nous le preciserons alors. 

Definition 1 Une algebre de Lie est un couple (g, /i) ou g est un espace vectoriel complexe et fi une 
application bilineaire 

M : x 9 -> 

satisfaisant : 

H{X,Y)=-/i(Y,X), vi,ye , 
ft(X, ii{Y, Z)) + fx(Z, X)) + n(Z, »(X, Y)) = 0, IX, Y,Zeg. 

Cettc dcrnicrc idcntite est appelee l'identite de Jacobi. Si g est un espace vectoriel de dimension fiuio 
77, on dira que (g, /i) est une algebre de Lie de dimension n. Sinon on dira que l'algebre de Lie q est de 
dimension infinie. Par soucis de simplification de langage, lorsque cela n'entraine aucune consequence, 
on parlera de g algebre de Lie au lieu du couple (g, fi). 

1.2 Exemples 

1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie ou non. Si fi = 0, alors g = (V, 0) est une algebre de Lie 
appelee dans ce cas abelienne. 

2. Soit g une espace vectoriel de dimension 2. Alors, pour toute application bilineaire antisymetrique fj, 
sur g a valeurs dans g, le couple g = (V,fi) est une algebre de Lie. En effet la condition de Jacobi est 
toujours, dans ce cas, satisfaite. 

3. Soit sl(2, C) l'espace vectoriel des matrices d'ordre 2 de trace nulle. Le produit 

H{A,B) = AB - BA 

est bien defini sur sZ(2,C) car tr(AB — BA) = des que A, B £ sl(2, C). Comme cette multiplication 
vcrific Tidcntite de Jacobi, sl(2, C) est une algebre de Lie complexe de dimension 3. 
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1.3 Sous-algebres de Lie, morphismes. 

Un sous-espace vectoriel f) de g est une sous-algebre de Lie de (55, si pour tout X, Y G f) on a 
Li(X, Y) G I). Bien evidemment, une sous-algebre de Lie est une algebre de Lie. Une type special de 
sous-algebres est l'ideal. Un ideal 3 de (g, est une sous-algebre de Lie verifiant 

MX g 3,VY g g,v{X,Y) g 3. 

Soient (gi ;/ ui ) et (02,^2) deux algebres de Lie. Une application lineaire 

V : 0i — > 02 

est un homomorphismc d' algebres de Lie si 

V ( fH (X,Y))=» 2 (<p(X),cp(Y)) 

pour tout X, Y G q±. Si de plus (p est un isomorphismc lineaire, on dira que c'est un isomorphismc 
d'algebres de Lie. Enfin precisons la notion bien utile d'algebres de Lie quotient. Si 3 est un ideal de 
l'algebre de Lie g, il existe une unique structure d'algebre de Lie sur l'espace vectoriel quotient q/3 pour 
laquellc la projection canonique 

Ti" : > 0/3 

soit un homorphisme surjectif d'algebres de Lie. 

1.4 Algebres Lie-admissibles 

Soit A une algebre associative complexe dont la multiplication est notee A.B avec A, B G A. On voit 
facilcment que le crochet suivant 

[A, B] = AB - BA 

dcfinit une structure d'algebre de Lie sur l'espace vectoriel sous-jacent a A. On note par A L cette 
algebre de Lie. Par exemple, si M(n, C) est l'espace vectoriel des matrices d'ordre n, c'est une algebre 
associative pour le produit usuel des matrices. Ainsi [A, B] = AB — BA definit une structure d'algebre 
de Lie sur M(n, C). Elle est notee dans ce cas gl(n,C). Precisons toutefois qu'il existe des algebres de 
Lie qui ne sont pas definies a partir d'algebres associatives. 

Definition 2 Une algebre Lie-admissible est une algebre (non-associative) A dont le produit A.B est tel 
que 

[A, B] = AB - BA 

est un produit d'algebre de Lie. 

Ceci est equivalent a dire que A.B vcrifie: 

{A.B).C - A.(B.C) - (B.A).C + B.(A.C) - (A.C).B + A.{C.B) - (C.B).A + C.(B.A) 
+ {B.C).A - B.{C.A) + {C.A).B - C.(A.B) = 

pour tout A,B,C G A. 

Exemple : Les algebres symetriques gauche. 
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Les algebres symetriques gauche sont des exemples interessants, pour diverses raisons, d'algebres 
Lie-admissibles. Une algebre symetrique gauche est une algebre non-associative (on entend par la une 
algebre non necessairement associative) dont lc produit A.B vcrifie 

(A.B).C - A.(B.C) - (B.A).C + B.(A.C) = 0. 

II est clair qu'une algebre symetrique gauche est Lie-admissible. Elles sont etudiees par exemple, dans 
la recherche des connexions afhnes invariantes a gauche sur un groupe de Lie sans courbure ni torsion. 
En effet si un groupe de Lie G admet une telle connexion, son algebre de Lie q provient d'une algebre 
symetrique gauche, c'est-a-dire, il existe sur l'espace vectoriel g une structure d'algebre symetrique 
gauche de produit A.B tel que le produit d'algebre de Lie de q soit donne par 

fi(A, B) = A.B - B.A 

Dans ce cas aussi, il existe des algebres de Lie qui ne sont donnees par aucune algebre symetrique gauche, 
ce qui signifie que pour les groupes de Lie correspondants, toute connexion affine invariante a gauche 
sans torsion a une courbure non triviale. Nous donnerons un exemple dans la derniere partie de ce cours. 
A titre d'illustration regardons le cas particulier oil q est une algebre de Lie abelienne de dimension 2. 
Dans ce cas toute algebre symetrique gauche dont l'anticommutateur donne le crochet (trivial) de g est 
commutative. C'cst done une algebre associative commutative. Comme on connait la classification de 
ces algebres associatives, on en deduit la classification des structures affines dans lc plan definies par une 
connexion affine sans courbure ni torsion dans lc groupe de Lie R 2 (dans le cas reel) ou C 2 (dans le cas 
complexe). Par exemple, considerons l'algebre associative commutative de dimension 2 donncc dans une 
base {ei, e2} par 

ei.ei = ei, ei.e 2 = e 2 .e 1 = e 2 , e 2 .e 2 = e 2 . 
Soit X — ae± + be 2 . La translation a gauche lx associee a ce produit est donnee par 

lx(ei) = aei + be 2l lx{e 2 ) = (a + b)e 2 . 

L'algebre de Lie abelienne g definie par [ei, e 2 ] = e\.e 2 — e 2 .e\ = se represente comme une sous algebre 
de l'algebre de Lie Aff(R 2 ) du groupe de Lie affine du plan (reel ou complexe) de la manicrc suivante : 





Le groupe de Lie correspondant s'ecrit en considerant l'exponentielle de ces matrices (voir paragraphc 
suivant) 

( / e a e a - 1 

G=<M e a (e b -l) e a e b e a (e b - 1) 
IV 1 

Ceci revient a dire que G est le groupe des transformations affines du plan : 

x — > e a x + e a — 1 

y — ► e a {e b - l)x + e a e b y + e a (e b - 1) 
Notons que tous ces groupes sont classes, et que le resultat est egalement connu pour n = 3. 



Notons egalement la notion d'algebres symetriques droite, encore appelees algebres pre-Lie qui verificnt 

(A.B).C - A.(B.C) = (A.C).B - A.{C.B). 

Elles jouent un role important dans l'etude des algebres de Gerstenhaber, de la cohomologie d'Hochschild 
ou meme dans l'etude des algebres de Rota-Baxter. 

1.5 Algebres de Lie de dimension infinie 

La theorie des algebres de Lie de dimension infinie, e'est-a-dire dont l'espace vectoriel sous-jacent est 
de dimension infinie est assez diffcrcntc de celle de la dimension finie. Nous ne l'aborderons pas trop 
dans ce cours. Dans ce cas, la structure topologiquc de l'espace vectoriel joue un role preponderant. Par 
exemple, afin de donner des contre exemples au troisieme theoreme de Lie-Cartan, W.T Van Est a etudie 
les algebres de Lie de Banach. Certaines algebres de Lie infinies sont de nos jours fortement etudiees. Par 
exemple, les algebres de Kac-Moody sont des algebres de Lie infinies graduees et definies par generateurs 
et relations. Elles sont construites d'une maniere analogue a celle des algebres de Lie simples. Un autre 
exemple est donnee par l'algebre de Lie des champs de vecteurs sur une variete differentiable M. Le 
produit de Lie est alors le crochet de Lie des champs de vecteurs. La structure d'une telle algebre est tres 
compliquee. Elle a ete etudiee lorsque M^IouA/^S 1 . Dans ce cas l'algebre de Lie est associee (voir 
paragraphe suivant) au groupe de Lie des diffeomorphismes de K ou S 1 . Une autre classe interessante 
d'algebres de Lie infinies conccrnc les algebres de Lie-Cartan. Elles sont definies comme les algebres de 
Lie des transformations infinitcsimales (des champs de vecteurs) qui laisscnt invariants une structure 
donnee, comme une structure symplectique ou une structure de contact. Par exemple si (M, f2) est une 
variete symplectique, e'est-a-dire fl est une forme symplectique sur M , on considere alors 

L(M, O) = {X champs de vecteurs sur M, SI = 0} 

ou 

L x tt = i(X)dn + d(i(X)Q) = d(i(X)n) 

est la derivee de Lie. Alors L(M, f2) est une algebre de Lie reelle de dimension infinie. Elle admet une 
sous-algebre L constitutce des champs de vecteurs de L(M, f2) a support compact . Andre Lichncrowicz 
prouva que toute sous-algebre de Lie de dimension finie de L est reductive (e'est-a-dire produit direct 
d'une sous-algebre semi simple par un centre abelien) et que tout ideal non nul est de dimension infinie. 



2 Algebres de Lie et groupes de Lie 
2.1 L'algebre de Lie d'un groupe de Lie 

Soit G un groupe de Lie complexe de dimension n. Pour tout g € G, notons par L g l'automorphismc 
de G donnc par 

L g (x) = gx. 

Cet automorphisme est appele la translation a gauche par g. Sa differentielle (L g )* en un point x G G, 
est l'isomorphisme vectoriel 

{L g )* x : T X (G) — > T gx (G) 



G 



ou T X {G) designe l'espace tangent au point x a G. Un champ de vecteurs X sur G est dit invariant a 
gauche s'il verifie 

(L g )* x (X(x))=X(gx) 

pour tout x et g dans G. On montre que si [X, Y] designe lc crochet de Lie des champs de vecteurs, 
alors si X ct Y sont des champs invariants a gauche sur G, le crochet de Lie [X, Y] est aussi un champ 
invariant a gauche. Ceci montre que l'espace vectoriel des champs invariants a gauche sur G, muni du 
crochet de Lie, est une algebre de Lie. On la note L(G) et elle est appelee l'algebre de Lie du groupe de 
Lie G. Comme un champ invariant a gauche X est entitlement defini par sa valeur X(e) en Pelement 
neutre e de G, l'espace vectoriel L(G) s'identifie naturellement a l'espace tangent T e (G) de G en e. Si 
u, v G T e (G), il existe X, Y £ L(G) tels que u = X(e) et v = Y(e). Posons 

V(u,v) - [X,Y](e). 

Alors (T e (G),/x) est une algebre de Lie isomorphic a L(G). On confondra souvent les deux. Par exemplc 
l'algebre de Lie du groupe de Lie algebrique SX(2,C) est isomorphe a si(2,C). 

Ainsi cette construction permct de definir pour chaque groupe de Lie, une et une seule (classc 
d'isomorphie d') algebre de Lie. Mais l'inverse n'est pas vrai. En dimension finie, plusieurs groupes de 
Lie peuvent avoir la meme algebre de Lie. En dimension infinie, il existe des algebres de Lie qui ne sont 
des algebrcs d'aucun groupe de Lie. Precisons bricvemcnt ccs deux remarques. Supposons tout d'abord 
que q soit une algebre de Lie de dimension finie. A partir de sa multiplication /i, on paut definir un 
groupe local dont le produit est donnc par la formule de Campbell-Hausdorff : 

X.Y = X + Y + i M (A, Y) + ^ M (m(A, Y),Y)- ^(»(X, Y), X) + .... 

qui est une somme infinie de termes exprimes a l'aide de la multiplication [i. Cette structure locale peut 
ctre ctenduc en une structure globale de groupe de Lie en imposant une condition topologique de simple 
conncxite et de connexite. On a done une corrcspondancc biunivoque entre l'ensemble des algebres de 
Lie de dimension finie complexes (mais ceci reste vrai dans le cas reel) et l'ensemble des groupes de Lie 
connexes et simplcmcnt connexes dont la dimension en tant que variete diffcrcntielle est la dimension de 
l'algebre de Lie. Deux groupes de Lie de dimension finie ayant des algebres de Lie isomorphes sont done 
localement isomorphes. 

Dans le cas de la dimension infinie, la situation est diffcrcnte. W.T.Van Est a montre 1'existence 
d'algebres de Lie dc Banach de dimension infinie qui n'etaient des algebres de Lie d'aucun groupes de 
Lie de dimension infinie. Ainsi, dans ce cas, il n'y a pas d'equivalent au troisieme thcorcme de Lie-Cartan. 

2.2 Relation entre un groupe de Lie et son algebre de Lie 

Definition 3 Un groupe de Lie est dit lineaire si e'est un sous-groupe de Lie du groupe GL(n, C) des 
matrices inversibles d'ordre n. 

Si G est un groupe dc Lie lineaire, son algebre de Lie g est une sous-algcbrc dc Lie de gl(n,C), 
l'algebre dc Lie des matrices complexes d'ordre n. Dans ce cas l'application Exponentiellc definit une 
correspondance entre l'algebre de Lie g et le groupe dc Lie G. Rappclons que l'application exponentiellc 

Exp : gl(n,C) — > Gl(n,C) 
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est donnee par la serie entiere convergente 



A 2 A 3 A n 
E XP (A)=Id + A + - + - + ... = Y / ^- 

n=0 

Si G est un sous-groupe de Lie de GL(n, C), l'application exponentielle envoie l'algebre de Lie g de 
G dans G. Ainsi nous definissons une application exponentielle pour tous les groupes lineaircs et leurs 
algebres de Lie. 

La definition ci-dessus est d'un usage tres pratique mais n'est pas donnee pour les groupes de Lie 
qui ne sont pas des groupes de matrices. La difficulte pourrait etre contournee en s'appuyant sur le 
theoreme d'Ado. Ce theoreme precise que toute algebre de Lie de dimension finie peut se representer 
comme une algebre de matrices, plus precisement il existc un cnticr N tel que l'algebre de Lie donnee 
g soit isomorphe a une sous-algebre de dimension n de gl(N, C). Mais l'application du theoreme d'Ado 
est parfois difficile car nous ne connaissons pas precisement l'entier TV et l'application exponentielle est 
dans ce contexte non seulemcnt difficile a ecrire mais depend aussi du choix de la representation de g 
dans gl(N, C). Nous allons done definir directement, pour un groupe de Lie abstrait G, cette application 
exponentielle et verifier qu'ellc coincide avee l'application exponentielle des groupes de Lie lineaires. 
Chaque vecteur X de g determine une application lineaire de R dans g ayant X comme image de 1 et qui 
soit un homomorphismc d'algcbrc de Lie. Comme R est l'algebre de Lie reelle du groupe de Lie connexe 
et simplcmcnt connexe R, cette application induit un homomorphisme de groupes de Lie 

c : R — ► G 



tel que 

c(s + t) = c(s) + c(t) 

pour tout s et t. L'operation dans la partie droite de la formule correspond a la multiplication dans 
G. Compte tenu de la ressemblance de cette formule avec la propriete caracteristique de l'application 
exponentielle des matrices, on est conduit a poser la definition suivantc: 

Exp(X) = c(l). 

Cette application est appclce l'application exponentielle et envoie bicn l'algebre de Lie g dans le groupe 
de Lie G. Elle determine un diffeomorphisme cntre un voisinage de dans g et un voisinagc de l'element 
neutre dans G. L'application exponentielle n'est pas toujours surjective meme si le groupe G est suppose 
connexe. Par exemple, on montre que l'application exponentielle 

Exp : sZ(2,C) — > S7(2,C) 

n'est pas surjective. Mais si l'algebre de Lie g est nilpotente (voir la definition dans les paragraphes 
suivants), alors Exp est bijective. 



3 Classifications des algebres de Lie complexes 



3.1 Algebres de Lie isomorphes 
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Definition 4 Deux algebres de Lie q and q' de dimension n de multiplication fi et fj,' sont dites isomor- 
phes s'il existe / £ Gl(n,<C) tel que 

H,(X, Y) = f* ft(X, Y) = f-\fi(f(X), f(Y))) 

pour tout X, Y G q. 



Par exemple, toute algebre de Lie de dimension 2 a une multiplication qui verifie 

fi(ei, e 2 ) = oei + be 2 . 



Un tel produit verifie toujours l'identite de Jacobi. 
de base 

/ f(ei) = 
I /(e 2 ) = 

definit une multiplication isomorphc donnee par 



Si a ou b est non nul, par exemple b, le changement 

1/6 ei 
a/6ei + e 2 



/i/(ei,e 2 ) = e 2 . 

On en deduit que toute algebre de Lie de dimension 2 est soit abclicnnc, soit isomorphc a l'algcbrc de 
Lie dont le produit verifie 

A*(ei,e 2 ) = e 2 . 

La classification des algebres de Lie de dimension n consiste a decrire un representant de chacune des 
classes d'isomorphie. Le resultat precedent donne la classification des algebres de Lie complexes (et 
reelles) de dimension 2. Notons que la classification generale est de nos jours encore un probleme ouvert. 
Elle est parfaitement connue jusqu'en dimension 5. Au dela, seules des classifications partielles sont 
etablies, ou bien des families particulieres d'algebres de Lie ont ete classees. Nous allons presenter ces 
families. 



3.2 Algebres de Lie simples et semi-simples 

Definition 5 Une algebre de Lie g est appelee simple si sa dimension est superieure ou egale a 2 et si 
elle ne contient pas d'ideaux propres (autre que {0} et q). 



La classification des algebres simples complexes (et reelles) est bien connue. Elle est due essenticllc- 
mcnt aux travaux d'Elie Cartan, de Dynkin et de Killing. Elle sc resume au resultat suivant: 

Proposition 1 Toute algebre simple complexe de dimension finie est 

i) soit isomorphe a une algebre de type classique, e'est-d-dire a Vune des algebres suivantes :su(n,C) 
(type A n ), so(2n + 1,C) (type B n ), sp(n,C) (type C n ), so(2n,C) (type D n ) 

ii) soit isomorphe a une algebre exeptionnelle E§, E7, Eg, F4, G 2 - 

On peut trouver les definitions precises de ces algebres dans le livre de J. P. Serre intitule ScmiSimplc 
Lie algebras. Notons que l'algebre de Lie Eg a eu les honneurs de tous les medias ces derniers mois. 
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Definition 6 Une algebre de Lie est appele semi-simple si elle est non nulle et si elle n'admet pas 
d'ideaux abeliens non nuls. 

Ces algebres se caracterisent aussi par le fait qu'elles sont des produits directs d'algebres simples. 
Rappelons que si Q\ et 02 sont deux algebres de Lie de multiplications respectives \i\ et \i 2 , alors le 
produit direct (ou la somme directe externe jji © q 2 ) est aussi une algebre de Lie pour le produit 

f i(X 1 +X 2 ,Y 1 +Y 2 ) = ^{Xt, Yx) + fi 2 (X 2 ,Y 2 ) 

pour tout X\,Y\ G gi et X 2 ,Y 2 G Q 2 . La classification des algebres simples implique celle des scmi- 
simples. Notons egalement que les algebres de Lie semi-simples se caracterisent par le fait que la forme 
bilincairc de Killing-Cartan 

K(X, Y) = Tr(adX o adY) 

est non dcgcncree. Cette forme dcfinit done un produit scalaire invariant au sens suivant : 

K(ad(Y)(X), Z) + K(X, ad(Y)(Z)) = 

pour tout X, Y, Z G oil adY est rendomorphismc donnee par ad(Y)(X) = )jl{Y, X) 1 appele application 
adjointe. 

3.3 Algebres de Lie nilpotentes 

Soit g une algebre de Lie de multiplication [i et considerons la suite decroissante suivante d'ideaux de g 

C°(g) = g 
c 1 (0) = Mfl,s) 

CP(g)= f i(CP- 1 (B), S ) forp>2. 

ou /u(C p_1 (g), g) est la sous-algebre de Lie de g engendree par les produits fi(X, Y) avec X G C p ~ 1 (q) ct 
Y eg. 

Definition 7 Une algebre de Lie g est appelee nilpotente s'il existe un entier k tel que 

c\q) = {0}. 

Si un tel entier existe, le plus petit k tel que C fc (g) = {0} est appele I'indice de nilpotence ou nilindex de 
9- 

Pour toute algebre de Lie nilpotente de dimension n, son nilindex est inferieur ou egal a n — 1. 
Exemples. 

1. Toute algebre de Lie abelienne verifie C : (g) = {0}. Elle est done nilpotente d'indice 1. Bien 
entendu, toute algebre nilpotente d'indice 1 est abelienne. 

2. L'algebre de Heisenberg de dimension (2p+ 1) est l'algebre de Lie l) 2p +i dont le produit dans une 
base {ei, e 2p+ i} est donne par 

M( e 2i+i7 e 2 i +2 ) = e 2p+ i 

pour i = 0, ...,p — 1, les autres produits etant nuls. Cette algebre de Lie est nilpotente d'indice 2. La 
sous-algebre derivee C 1 (g) est engendree par {e 2p +i} et coincide avec le centre Z(q). 

Le resultat suivant est fondamental dans l'etude des algebres nilpotentes 
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Theoreme 1 Theoreme de Engel. Soit (g,/it) une algebre de Lie complexe de dimension finie. Alors q 
est nilpotente si et seulement si pour tout Xgg, Vendomorphisme 



adX : q 







donne par adX(Y) = fi(X,Y) est nilpotent. 

On peut s'interesser a des sous families d'algebres nilpotentes. En particulier 

Definition 8 Une algebre de Lie nilpotente de dimension n est appelee filiforme si son indice de nilpo- 
tence est egal a n — 1. 

Par exemple, l'algebre de Lie de dimension 4, definic dans la base {e\, e2, e-i, e^} par 



La classification des algcbres de Lie nilpotentes complexes (ou reelles) n'est connue, de nos jours, que 
jusqu'en dimension 7. 

• En dimension 1 et 2, toute algebre nilpotente est abelienne. 

• En dimension 3, toute algebre nilpotente non abelienne est isomorphc a l'algebre de Hciscnberg 
f)3. Rappelons que le produit est defini par 



ou {ei, e2, est une base de q. 

• En dimension 4, l'algebre est soit abelienne, soit isomorphe a une somme directe externe d'une 
algebre de Lie abelienne de dimension 1 avec l'algebre de Heisenberg de dimension 3, soit est 
filiforme et donnee par le produit 



dans la base {ei, e^, e^, e^} . 

• En dimensions 5 et 6, il n'existe toujours qu'un nombre fini de classes d'isomorphic d'algebres de 
Lie nilpotentes. On pourra consulter cette liste sur le site 




est filiforme. 



Mei,e 2 ) = e 3 




http : / / www. math . uha.fr / ~ algebre 
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• En dimension 7, (et au dela), il existe une infinite de classes d'isomorphie d'algebres de Lie nilpo- 
tentes. En dimension 7, nous avons 6 families a un parametre d'algebres non isomorphes ainsi qu' 
une grande famille discrete. Cette liste peut aussi etre consulteee sur le site 



http : / / www. math . uha.fr / ~ algebre 



• Pour les dimensions superieures ou egales a 8, seules des classifications partielles sont connucs. Par 
exemple les algebres filiformes sont classees jusqu'en dimension 11. Une algebre filiforme est dite 
graduee si elle est munie d'une derivation diagonalisable. La graduation dans ce cas est donnee par 
les espaccs raciniens. Ces algebres filiformes graduees sont classees (ou plutot decrites) en toute 
dimension. Pour approcher une classification generalc, nous pouvons utiliscr l'invariant suivant, 
appelee suite caracteristique (ou parfois invariant de Goze dans certains travaux trop elogicux 
pour l'auteur) ainsi definie 

Definition 9 Soit g une algebre de Lie nilpotente complexe de dimension n. Pour tout Jgg, soit c(X) 
la suite decroissante des invariants de similitude de I'operateur nilpotent adX (la suite decroissante des 
dimensions des blocs de Jordan). La suite caracteristique de g est la suite 



Vordre sur les suites etant Vordre lexicographique. 

En particulier, la suite caracteristique d'une algebre filiforme de dimension n est (n — 1, 1) et cette 
suite caracterise la classe des algebres filiformes, la suite caracteristique d'une algebre abelienne est 
(1, • • • , 1) et celle de l'algebre de Heisenberg f)2 P +i de dimension (2p + 1) est (2, 1, ■ • • , 1) cette suite 

caracterisant aussi cette algebre. La classification des algebres de Lie nilpotentes graduees dont la suite 
caracteristique est (n — 2, 1, 1) est egalement connue [18], [9] ct [13]. 

3.4 Algebres de Lie resolubles 

Soit q une algebre de Lie. Considerons la suite d'ideaux suivantc : 



c(q) = max{c(X), Xeg-C 1 ^)} 



V°(g)=9 

VP(g)= f i('DP- 1 (2),'DP- 



(fl)) pour p > 2. 



Comme 



TP (g) C VP' 1 



(a), p>o 



cette suite est decroissante. 
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Exemples. 

1. Toute algebre nilpotente est resoluble car 

Z>"(fl)cC(fl). 

2. Toute algebre de Lie de dimension 2 est resoluble. En effet, soit elle est abelienne, soit isomorphe 
a l'algebre donnee par 

M(ei,e 2 ) = e 2 

et cette algebre est resoluble. 

Nous pouvons construire des algebres de Lie resolubles a partir d'algebres nilpotentes par extension 
par derivations. Ce precede est ainsi defini: 

Definition 11 Une derivation de l'algebre de Lie g est un endomorphisme lineaire f satisfaisant 

»(f(X), Y) + »(X, f(Y)) = f(»(X, Y)) 

pour tout X,Y G g. 

Par exemple, les cndomorphismes adX donnes par 

adX(Y) = fi(X,Y) 

sont des derivations (appelees derivations interieures). Dans une algebre de Lie semi-simple, toutes 
les derivations sont interieures. Notons que toute derivation interieure est singuliere c'est-a-dire non 
inversible car X £ Ker(adX). 

Proposition 1 Une algebre de Lie munie d'une derivation reguliere (ou inversible) est nilpotente. 

Ceci etant, soit q une algebre de Lie nilpotente de dimension n et soit / une derivation non 
interieure. Considerons l'espace vectoriel g' = g © C de dimension n + 1 et notons par e n +i une base du 
complcmentaire C dans cette extension. Dcfinissons une multiplication dans g' par 

f n'(X,Y)=n(X,Y), X,Yeg 
\ f,'(X,e n+1 ) = f(X), Xeg 

Ce produit munit g' d'une structure d'algebre de Lie de dimension n + 1. Cette algebre est resoluble des 
que / n'est pas une derivation nilpotente. 
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Partie II 

Deformations et rigidite des algebres de Lie 
complexes de dimension finie 

4 Sur les origines du probleme 

L'algebre de Lie de Poincare, qui se deduit de l'etude des symetries d'un espace vectoriel pseudo-euclidien, 
incluant lcs rotations, pseudo-rotations et translations est un produit semi-direct de l'algebre de type 
so(p, q) qui corrcspondant a l'algebre des matrices antisymetriques par rapport a une forme quadratiquc 
non degeneree de signature (p, q) par une algebre abcliennc (engendree par les operateurs moments) . 
Cette algebre n'est pas semi-simple ni meme reductive, e'est-a-dire produit direct d'une algebre semi- 
simple par un centre abclien. Toute la theorie classique des representations des algebres simples ou 
semi-simples ne peut done s'appliquer aux algebres de Poincare. II existe un outil tres utile, appele 
contraction, qui permet de relier ces algebres, ou plus generalement des algebres de Lie non reductives a 
des algebres de Lie reductives et exploiter la theorie des representations de ces dernieres. C'est ainsi que 
l'algebre de Poincare correspondant aux symetries d'un espace a 4 dimensions, et a une forme quadratique 
de signature (3, 1) sera reliee a l'algebre simple so(5). Cette procedure de contraction permet done de 
remonter des proprietes a des algebres a partir d'autres qui ne leur sont pas isomorphes. Dans lc cas de 
l'algebre dc Poincare classique, la contraction est obtcnuc en considcrant la eelcrite commc un parametrc 
et en faisant tendre ce parametre vers l'infini. Conccptuellcment, ceci signifie que dans l'ensemble des 
constantes de structure des algebres de Lie d'une dimension donnee, on considere une suite de families 
de constantes chacune de ces families correspondant a des algebres de Lie isomorphes et examiner la 
limitc, si cllc existe eventuellement. II nous faut done etablir un cadre formel et topologique pour cette 
operation. On se fixe une dimension n, une base commune a tous les epaces vectoriels sous-jacents 
aux algebres de Lie de dimension n, et sans restriction aucune supposer que tous ces espaces vectoriels 
sont C™. Dans la base fixee, chaque algebre de Lie est determinee par ses constantes de structures et 
l'ensemble des algebres de Lie est done assimile a l'ensemble des constantes de structures. Cet ensemble 
est naturellement muni d'une structure de variete algebrique plongee dans un espace vectoriel. Deux 
topologies apparaisscnt naturellement sur cet ensemble, la topologie de Zariski, la plus naturellc, et la 
topologic mctrique induite par l'espace vectoriel, qui est plus fine. Cette variete admet une partition 
en classes, chaque classe correspond a, des algebres isomorphes. Dans ce cadre, une contraction apparait 
comme un point adherent a une classe. Cette approche amene a une etude topologique plus precise. En 
particulicr la description d'un voisinage (pour les deux topologies) d'une algebre donnee. Ici apparait 
la notion de deformations. Pour la topologie de Zariski, on peut considerer une deformation comme un 
point proche generique. II existe une approche classique pour etudier les points generiques, utiliser une 
extension non archimedienne du corps de base et considerer les algebres de Lie a coefficients dans un 
anneau local ayant l'extension comme corps de fractions. C'est ainsi que si nous prenons comme corps, 
le corps des fractions de l'anneau des series formelles, nous obtenons les deformations de Gerstenhaber. 
Nous allons done definir cette notion de deformation en ayant comme arriere pensee perpetuelle l'objectif 
topologique. 
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5 La variete algebrique des algebres de Lie complexes de di- 
mension n 



5.1 Definition de L n 

Une algebre de Lie complexe de dimension n peut etre consideree comme une pairc g = (C™ , jj) ou /i 
est le produit de l'algebre de Lie et C™ l'espace vectoriel sosu-jacent a q. On peut done identifier une 
algebre de Lie a son produit [i et l'ensemble des algebres de Lie complexes de dimension n s'identifie a 
l'ensemble des applications bilineaires antisymetriques sur C™ a valeurs dans C™ et verifiant l'identite 
de Jacobi. Fixons, une fois pour toute, une base {ei, e2, • • • , e„} de C™. Cela n'a que peu d'importance 
car nous allons etudier les algebres de Lie a isomorphisme pres. Les constantes de structures de /i sont 
les nombrcs complexes C*. donnes par 

n 
k=l 

Comme la base est fixee, le produit fi s'identifie a ses constantes de structure. Celles-ci satisfont les 
equations polynomiales qui se deduisent des conditions de Jacobi et de l'antisymetrie: 

f C* = -Cjj , 1 < i < j < n , l<k<n 

(1) 

I Er=i Cl s Cf k + C l ]k C s H + C l ki q t = 0, 1 < i < j < k < n , l<s< n. 

Si nous notons par L n l'ensemble des algebres de Lie complexes de dimension n, cet ensemble apparait 
done comme une variete algebrique plongee dans C™ et parametree par les . Comme il n'y a aucune 
confusion possible, on pourra toujours noter par /x les elements de L n . 

5.2 Orbite d'une algebre de Lie dans L n 

Si \i e L n et si / € Gl(n,C) est un isomorphisme lineaire, nous avons defini le produit [if isomorphe a 
\x par 

M/ (X, Y) = f* //(X, Y) = f-\ti(f(X), f(Y))) 

pour tout X, Y G C™. On definit ainsi une action du groupc algebrique Gl(n, C) sur L n . On notera 
l'orbitc du point /i relative a cette action. Considerons le sous-groupe de Gl(n, C) defini par 

G> = {/ G Gl(n, C) | /*M = M} 

Son algebre de Lie est l'algebre de Lie des derivations Der(g) des derivations q = (n,C n ). L'orbitc O(fi) 
est done isomorphe a l'espace homogene Gl(n, C)/G M . Cet espace est une variete differentiable de classe 
C°° et de dimension egale a 

dimO(/i) = n 2 — dim Der(/j,). 

On a done montrc 

Proposition 2 L' orbite O(^i) de l'algebre de Lie g = (/a, C") est une variete differentiable homogene 
de dimension 

dimO(/i) = n 2 — dimDer(/x). 
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5.3 Rappel sur la cohomologie de Chevalley d'une algebre de Lie 



Soit g = (//,C n ) une algebre de Lie complexe de dimension finie. Notons par C p (g,g) l'espace vectoriel 
des applications p-lineaires alternees sur l'espace vectoriel g et a valeurs dans g. Pour tout p, on dcfinit 
l'endomorphisme 

S p :C p (g,g)^C p+1 (g,g) 

par 

5 P <S>(Y U Y p+1 ) = E?=i {-l) l+1 »{Y h *(Yi, . . . , fj, . . . , Y p+1 )) 

+ E r < s (-ir +s *(M(^, Y 9 ),Y U ....)] V, Y p+1 ) 

avec Yi £ C" et oil Y signifie que ce vecteur n'apparait pas. Ces homomorphismcs satisfont 

Sp+i o S p = 

et la cohomologie de Chevalley de g est la cohomologie H*(g,g) associee au complexe (C p (g, g), S p ) p >o 
c'est-a-dirc 

HP ^^B^g) 

ou Z p (g,g) — {$ G C p (g,{j),<5 p $ = 0} = Ker 5 p ct £? p (g,g) = Jm£j,_i. On a, cn particulier 

• Si 1 G g, <S X = adX. 

• Si / G £nd(fl), <5x/(X, y) = Y) + n(X, f(Y)) - Y)) 
. Si^eC 2 ( , ) 

J 2¥ >(X, Y, Z) = fi(<p(X, Y),Z) + fi(<p(Y, Z),X) + fi(<p(Z, X),Y) + <pfa(X, Y). Z) 
+ i p( t i(Y,Z),X)+MZ,X),Y). 



5.4 Sur la geometrie tangente au point /x a L n et 

Nous avons vu que l'orbite 0([i) de est une variete differcntiablc plongce dans L n dcfinie par 

Gl(n, C) 



Soit // un point proche de fi dans C(/i) (pour la topologie de la variete). II existe / G Gl(n,C) tel que 
fi' = f * (i. Supposons que / soit proche de l'idcntitc, / = Id + eg, avec 5 G gl(n). Alors 

H'(X,Y) = H(X,Y)+ei-g(n(X,Y))+fi(9(X),Y)+n(X,g(Y))} 

+e 2 [ f x(g(X),g(Y)) - g(fx(g(X),Y) + f,(X, g(Y)) - gf i(X, Y)] 

hm e _ = g(X,Y) 

£ 

oil J 1 *? est l'operateur cobord associe a la cohomologie de Chevalley de 0. 
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Proposition 3 L'espace tangent a I'orbite O(n) au point fi est Vespace -B 2 (/i,/i) des 2-cobords de la 
cohomologie de Chevalley de q = (/i,C n ). 

L'espace tangent au point fj, a L n est plus delicat a definir car L n est une variete algcbrique avec de 
nombreux points singuliers. Nous pouvons toutefois definir les droites tangentes. On considere pour cela 
un point \i t = /i + tip <= L n ou t est un parametre complexe. Mais /x t verifie la condition de Jacobi pour 
tout t si et seulement si 

f S*<p = 0, 

On a ainsi 

Proposition 4 Un droite affine A passant par fx est tangente en \i a L n si son vecteur directeur appar- 
tient a Z 2 {fi, fj,). 

Cette etude gcomctriquc montre qu'unc etude plus algcbrique de L n est necessaire. Ceci nous conduit 
a etudier le schema affine associc. Rappclons que la notion de variete algcbrique et de schema coincident 
lorsque ce dernier est reduit. Mais nous allons voir que pour L n , cxccptccs pour les pctitcs valcurs de n, 
le schema n'est pas reduit et done bon nombre de proprietes va s'exprimer en terme de schemas associes. 

5.5 Le schema C n . 

On considere les Cy avec l<i<j<nctl<fc<?i comme des variables formelles et soit C[Cy] 

l'anneau des polynomes complexes en les " ~ ra variables C^ . Soit Ij l'ideal de C[C* ] engendre par les 
polynomes de Jacobi : 

n 
1=1 

avec 1 < i < j < k < n, et 1 < s < n. Ces polynomes sont au nombre de n(n — l)(n — 2)/6. La variete 
algcbrique L n est l'ensemble algebrique associe a l'ideal Ij : 

L" = V{Ij) = Ix e C"^ 1 , tels que P{x) = 0,VP e I A . 
Soit rad(Ij) le radical de l'ideal Ij e'est-a-dire 

rad(Ij) = {Pe C[q fc ], tels que 3r e N*, P r G Ij} 
En general, radlj ^ Ij (Rappelons que si / est premier alors rad(I) = I). Si M est un sous-ensemble 

n 3 -n 2 

de C 5 , on note par i(M) l'ideal de C[Cj k ] defini par 

i(M) = {Pe C[C] k ),P{x) =0 Va; E M}. 

On a alors 

i(L n )=i(V(Ij))=rad(Ij). 
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Considerons l'anneau 

Ij 

qui est aussi une C— algebre de type fini. II correspond a l'anneau des fonctions reguliercs sur L n . 
Rappclons que si un ideal / d'un anncau A est premier, l'anneau quotient A/I est un anneau integre 
et que tout ideal maximal est premier. L'anneau quotient est dit rcduit s'il ne conticnt pas d'elcmcnts 
nilpotents. Comme en general radlj ^ Ij, l'algebre A(L n ) n'est pas reduite. 
L'algebre affine T(L n ) de la variete algebrique L n est l'anneau quotient 

Comme on a 

i(L n ) = radx(L n ), 

on en dcduit que T(L n ) est toujours reduite. 

Le spectre maximal Spm(A(L n )) de A(L n ) est l'ensemble des ideaux maximaux de l'algebre A(L n ). 
Pour chaque x G L n , l'ensemble 

M x = {f eA(L n )J(x) = 0} 
est un ideal maximal de A(L n ). L'application x G L n — > A4 X dcfinit une bijection entre L n et Spm{A{L n )) 

Spm(A(L n )) - L n . 

On rajoute en quelque sorte des nouveaux points a L n en considerant une extension de Spm{A(L n )) a 
savoir 

Spec(A(L n )) = {I, ou / est un ideal premier propre de A(L n )} 

Comme tout ideal maximal est premier, on a bien Spm(A(L n )) C Spec(A(L n )). On munit Spec(A(L n )) 
de la topologie de Zariski : Les ensembles fermes sont dcfinis ainsi : soit a un ideal de A(L n ), on 
considere le sous ensemble V(a) de Spec(A(L n )) constitue des ideaux premiers de A{L n ) contenant a. 
Ces ensembles forment la famille de fermes de la topologie. On en deduit que les ensembles 

Spec(A(L n ))f = {I G Spec{A{L n ))J i 1} 

oil / G A(L n ) forment une base d'ouverts. II existe un faisceau de fonctions O ' Spec(A(L n )) sur Spec{A{L n )) 
a valeurs dans C tel que pour tout / G A(L n ), on ait 

T(D(f),0 Spec(A(L n )) ) = A(L n ) f 

ou A(L n )f est l'anneau des fonctions 



pour x G D(f) = {y, f{y) ^ 0} et g G A(L n ). En particulicr on a 

T(S P ec(A(L n )), Spec (A(L"))) = A(L") 
Le schema affine de l'anneau A(L n ) est l'espace (Spec(A(L n )), Os pec (A(L"))) n °te aussi Spec(A(L n )) ou 
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Comme tout point x de L n correspond bijectivement a un point de Spec(A(L n )) donne par un 
ideal maximal, nous pouvons definir un espace tangent en i a Spec(A(L n )). On considere pour cela 
unc deformation infinitesimale de l'algebre T(Spm(A(L n )), 0s P m(A(L™))) en ce point. Si Fx, Fn avec 
N = |n(n — l)(n — 2) sont lcs polynomes de Jacobi, alors l'espace tangent en x au schema C n est 

T x (C n )=Kerd x (F 1 ,..,F N ) 

ou d x designe la matricc jacobienne des F{ au point x. D'aprcs la definition de la cohomologie de 
Chevalley de l'algebre de Lie q correspondant au point x, on a : 

Theoreme 2 T x {C n ) = Z 2 (g,g) 



6 Contractions d' algebres de Lie 

Parfois le mot contraction est remplace par degenerescence ou degeneration pour les anglophiles. Dans 
toute cette partie, nous confondrons sans rctcnuc unc algebre de Lie complexe de dimension n, sa 
multiplication et le point correspondant de la variete L n voire meme du schema affinc. Rappclons que 
L n est fibree par les orbites relatives a Taction du groupe algebrique GL(n,C) et nous avons notee par 
0(h) l'orbite du point /i. 

6.1 Definition d'une contraction d'algebre de Lie et exemples 

Soit g = (fi, C") une algebre de Lie complexe de dimension n. 

Definition 12 Une algebre de Lie go = (^o,C"), fio £ L n est appelee contraction de q = (/i, C") si 
Ho e O(n). 

La notion historique de contraction est celle de Segal. Elle est ainsi definie : Soit {f p } unc suite dans 
GL(n, C). On deduit la suite {/%,} dans L n en posant 

Hp = f P * H 

Si cette suite admet une limite Ho dans l'espace vectoriel des applications bilineaires alternees, alors 
Ho £ L n et Ho es ^ appelee une contraction de /i. Le lien entre ces deux notions est donne par la 
proposition suivante 



Proposition 5 Pour tout h £ L n , V adherence de Zariski O(h) de l'orbite O(h) est equivalente d 
V adherence pour la topologie metrique induite 



o(h) = o(h) . 

Demonstration. Ccci repose csscntiellement sur le fait que le corps de base est C. 
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Corollaire 1 Toute contraction de (i £ L n est obtenue par une contraction de Segal. 
Exemples. 

• Lc cas abelien. Toute algebre de Lie de dimension n sc contracte sur l'algebre de Lie abelienne de 
dimension n. En effet si /i est donnee dans la base {ei, . . . , e„} par /x(ej, ej) = C^ek, on considere 
alors l'isomorphisme doimc par f e {Xj) = eXi,e ^ 0. Alors la multiplication /i e = f e * [i vcrifie 
/i £ (Xi,Xj) — ^sC^Xk et lim e - > Q^, e existe et coincide avec le produit de l'algebre abelienne. 

• L'agebre de Poincare. Le groupe de Lie de Poincare est le groupe des isometries de l'espace 
de Minkowski. C'est un groupe de Lie non compact de dimension 10. C'est en fait le groupe 
affinc associe au groupe dc Lorcntz. C'est done un produit semi-direct des translations et des 
transformations de Lorentz. L'algebre de Poincare est l'algebre de Lie du groupe de Poincare. 
On note classiquement par P les gencrateurs des translations et par M ceux des transformations 
de Lorentz. La multiplication dc ccttc algebre, que nous allons noter aussi classiquement par le 
crochet est donnee par 

[P M ,P*]=0, 

[M MV ,M po ] = r\ w M va - TinaMvp - rjvpM^ + t] vp Mp, a 

ou r\ est la metrique de Minkowski et dans cette notation M a t, = —Mb a . Ceci etant considerons 
l'algebre de Lie simple so(5) dont les elements sont les matrices antisymetriques d'ordre 5. Elle 
est de dimension 10. Nous allons montrer que l'algebre de Poincare est une contraction de so(5). 
L'algebre so(5) a trois formes reelles non equivalentes (une forme reelle est une algebre de Lie 
reelle dont la complexifiee est isomorphe a l'algebre complexe so(5)). Ces formes sont l'algebre de 
dc Sitter, l'algebre anti de Sitter et la forme compacte, l'algebre reelle so(5, K). Elle correspondent 
rcspectivement aux signatures de la forme dc Killing Cartan suivantes : ( — h + + +),( — h + H — ) 
et (+ + + + +). Si M a t sont les generateurs de l'algebre de de Sitter (et anti de Sitter), < a, b < 4, 
alors les elements M^ v pour < fi, v < 3 engendrent une sous-algcbrc isomorphe a l'algebre de 
Lorentz so(3, 1). Soit e un reel positif. Le changement de base 

P s m = eM m4 

implique 

[P^,P^]=s 2 [M m4 ,M n4 ) 

et 

[M lm ,P^] = Vmn P[ -mnPL 

Lorsquc e — > 0, alors 

[P^,P n e ] =e 2 [M mi ,M ni ] ^0 
et on obtient les crochets de l'algebre de Poincare. 
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6.2 Algebres de Lie de contact, Algebres de Lie frobeniusiennes. 

Considerons l'ouvert (de Zariski) C 2p +i de L 2p+1 dont les elements sont les algebres de Lie de dimension 
(2p + 1) munie d'une forme de contact. Rappelons qu'une forme de contact est un element ui £ g* (le 
dual vectoriel de g) satisfaisant 

uj A (dio) p 
oii dw est la 2-forme exterieure sur g donnee par 

du(X,Y) = w[X,Y] 

pour tous 1,7 Gg. II existe alors une base {X\, X2, X2 P +i} de g telle que la base duale {u>i, u>2--., u>2 P +i\ 
satisfasse u> = cji et 

duii = ll>2 A CJ3 + UJ4 A uj 5 + ... + u} 2p A u>2 P +i- 
En particulier les constantes de structure de g relatives a cette base verifent 

C23 = C34 = ■■■ = C\ V 2 V +i = 1. 
Considerons l'isomorphismc f e de C 2p+1 donne par 

/e(Xi) = £ 2 X l7 / s (Xi) = £l, i = 2, 2p + 1. 

Les structures de constantes de \i e = f e * /1 par rapport a la base {Xi, X2, X2 P +i} sont 

-^23 ~~ ^34 — ••■ — - Ly 2p2p+1 — 1 

Dfj = eCij pour tous les autres indices. 

Ainsi lim e ^Qfi £ existe et cette limite correspond a la multiplication de l'algebre de Heisenberg (j 2 p+i dc 
dimension 2p+l. Ainsi F) 2 p+i £ £2^+1 • 

Proposition 6 Toute algebre de Lie de dimension 2p+\ munie d'une forme de contact se contracte sur 
l'algebre de Lie de Heisenberg f)2p+i de dimension 2p + 1. De plus, toute algebre de Lie qui se contracte 
sur f) p admet une forme de contact. 



Le cas des algebres frobeniusiennes est l'analogue en dimension pairc. Soit g une algebre de Lie de 
dimension 2p. Elle est appclce frobeniusienne s'il existe une forme lineairc non nulle w£g* telle que 

[dw] P + 0. 

Dans ce cas, la 2-forme 6 = du> est une forme symplectique exacte sur g. 

Theoreme 3 [15] Soit {F v \ (p £ C p_1 } la famille a (p — l)-parametres d'algebres de Lie de dimension 
2p donnee par 

dhJi = LJi A UJ 2 + YX=l W 2fc+1 A L0 2 k+2 

du)2 = 

<^2fc+l = VkU2 A 0J2k+l, l<k<p-l 
d^2k+2 = - (1 + l ~Pk) ^2 A UJ 2 k+2, 1 < k < p - 1 
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oil {u>i, .., u>2p} est une base (C 2p )*. La famille {F v } est un modele irreductible complexe pour la 
proprite "II existe une forme symplectique exacte", c'est-a-dire toute algebre de Lie de dimension 2p 
frobeniusienne se contracte sur un element de la famille, et il n'existe aucune contraction entre deux 
elements distincts de {F v }. 



Notons que la famille F v est graduee : si {X\, ..,X2 P } est la base duale de {u>i, ..,uj2 P }, alors F v 
(F ip ) Q © (F lp ) 1 © (F v ) 2 , oil (F<p) = CX 2 , (F v \ = El=3 CX k et (F v ) 2 = CX X . Ccttc decomposition 
revele interessante lors de calcul de cohomologie des algebres frobeniusicrmcs. 



Demonstration. Soit q une algcbrc dc Lie frobeniusienne de dimension 2p. II existe une base {X±, X2 P } 
de q telle que la base duale {lo\, ...,W2 P } verifie 

dwi = uji A uj 2 + ■■■ + W2p-i A ui 2p , 

c'est-a-dire nous pouvons supposer u>\ frobeniusienne. Considerons la famille de changement de bases : 

f e (X 1 ) = e 2 X 1 , f e (X 2 )=X 2 , f e (X i )=eX i , i = 3,...,2p 

ou e est un parametre complexe. Lorsque e — > 0, nous obtenons des contractions dc g dont les equations 
de Maurer-Cartan sont 

dwi =uiAw2 + ■■• + 0J2 P -i A uj 2p , 
du 2 = 0, 

du 3 = C 23 lo 2 Auj 3 + C 24 uj 2 A oj 4 + ... + C\ 2v _ x U2 A w 2p _i + C 22p aj 2 A w 2p , 
dui = C23W2 AW3 + (-1 - C'i 3 )^2 AU4 + ... + C\ 2p _ x uj2 A W2p-i + C| 2p W2 A L02 Pl 



du>: 
du>' 



2 P -1 
2p 



p U> 2 A UJ 3 + C^ p U>2 A OJ4 + ... + C 2 2p-l W 2 A W 2 p_l + 



/m4 
O 22p 



C22p W 2 A UJ 2pi 



G 22 P -lU2 A UJ 3 + C'i 2 p-i^2 A0J4 + ... + Ct^ v _ x UJ2 A W 2 p-1 + (-1 - <^2pl\)^2 A L0 2p - 



Le reste de la demonstration consistc a reduire l'operatcur ip defini commc la restriction de l'operateur 
adjoint adX 2 au sous-espace invariant F engendre par {X 3l X 2p }. On verifie dircctemcnt les proprictes 
suivantes : 

- Si a et (3 sont des valeurs proprcs de ip telles que a ^ —1—/?, alors les espaces propres correspondants 
F a ct F(j vcrifient [F a ,Fp] = 0. 

- Si a est une valeur propre de of ip diffcrcntc dc — |, alors pour tout X et Y £ F a , on a [X, Y] = 0. 

- Si a est valeur propre de ip, alors —1 — a est aussi une valeur propre de ip. 

- Les multiplicites des valeurs propres a ct — 1 — a sont egales. 

- La suite ordonnee des blocs de Jordan des valeurs propres a ct — 1 — a sont les memes. 

A partir de ces remarques, on peut trouver une base de Jordan de ip telle que la matrice ip restreint au 
sous-espace invariant C a © C_i_ a oil G\ est le sous-espace caracteristique associe a la valeur propre A 
soit de la forme : 

\ 



Q 





1 


































a 





1 








-1 





-1-a 




















a 














-1 
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Ainsi les valeurs propres et la dimension de blocs de Jordan correspondants classent les elements de la 
famille du modele frobeniusien. 

Remarque : Dans [15] on trouve egalement le modele frobeniusien dans le cas reel. 
6.3 Contractions d'lnonii-Wigner 

Pour definir les contractions d'lnonii-Wigner, on considere la famille a un parametre d'isomorphismcs 
{/ c } de GL(n, C) de la forme 

fe = fl + ef 2 

oil /i £ gl(n,C) est un opcratcur singulicr, c'est-a-dirc det(fi) = et f 2 € GL(n,C). Les matrices de 
ces applications lineaires peuvent se reduire simultancmcnt sous la forme 

/ Idr \ f V 

11 \0 J ' 12 \0 Id n _ r 

oil rang(fi) = rang(v) = r. 

Les contractions associees a de telles families d'isomorphismes sont appelees les contractions d'lnonii- 
Wigner. Ellcs permettent de contracter une algebre de Lie donnee g dans une algebre de Lie go en laissant 
invariant une sous-algebre f) of g ce qui signifie que P) est encore une sous-algebrc de go- Par exemple, 
l'algcbre de Lorentz homogene pcut sc contractor, via une contraction d'lnonii-Wigner dans l'algebre 
homogene de Galilee. De memc, l'algcbre dc De Sitter pcut sc contracter dans l'algebre de Lorentz non 
homogene. 

Donnons a present une breve description des contractions d'lnonii-Wigner. Soit g = (/i, C") une 
algebre de Lie et f) une sous-algebre de Lie de g. Fixons une base {ei, e„} de C" telle que {ei, e p } 
soit une base de (j. Alors 

v 

H(ei,ej) = 2jCf 7 -e fci i,j = l,...,p. 
fe=i 

Considerons la famille d'isomorphismes d'lnonii-Wigner donnee par 

f e (eij = (1 + e)e it i = l,...,p 
f e (ei) = ee h I =p+l,...,n. 



On a ici f e = fi + ef 2 avec 



i Id p \ t — ( 
h ~ 1 J ' h ~ { Id 



La multiplication /i e = f e * \i s'ecrit 

Me(ej,e 3 -) = (1 + e) _1 /x(ei,ej), i,j = l,...,p 

fte(ei,ei) = e(l + e) _1 ELi C 'S' efc + ( 1 + e ) _1 SLp+i C ' t 'i e fc I i = l,~,P, l=p + l,...,', 
K Mei,e m ) =e 2 (l + e) _1 ELi C 'L e fc + e EL P +i C 'L e fc I l,m = p+l,...,n 
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Si e — > 0, la suite {/x e } a pour limite fio donnee par 

fio(ei,ej) = n{e u ej), i,j = l,...,p 
< Ho(ei,ei) =Ytk=p+i C ii e k: i = l,..,p, l=P + l,...,n 
^ Ho(ei,e m ) = 0, l,m =p+ 1, ...,n. 

L'algebre go = (M07C") est une contraction d'lnonii-Wigner de g et f) est bien une sous-algcbrc dc go- 
Notons cgalcment que C{e p +i, e„} est une sous-algcbre abelienne de go- 

Proposition 7 Si go est une contraction a" Inonii-Wigner de g qui laisse invariante la sous-algebre f) 
de g aZors 

ffo = f> © a 

om a est un ideal abelien de go- 

Remarques 

1. Si t) est un ideal de g alors go = f) © o avec 

[M = o. 

2. II cxistc des contractions d'algebre de Lie qui nc soient pas des contractions d'lnomi-Wigncr. Par 
exemple si nous considcrons l'algebre de Lie resoluble dc dimension 4 donnee par 

[ei, e 2 ] = e 2 , [e 3 , e 4 ] = e 4 . 

cette algebre peut se contracter sur l'algebre filiforme suivante : 

[ei,e 2 ] = e 3 , [e 1; e 3 ] = e 4 . 

D'apres la proposition precedente, une telle contraction ne peut etre une contraction d'lnonii-Wigner. 

3. II existe une notion de contraction d'lnonii-Wigner pour les groupes de Lie. Elle est subordonnee 
a celle des algebres de Lie. Ainsi tout groupe de Lie peut se contracter, en ce sens, sur un de ses sous- 
groupes a un parametre. Le groupe des rotations de dimension 3 se contracte sur le groupe Euclidien a 
2 dimensions. Une contraction du groupe de Lorentz homogene donne le groupe de Galilee en laissant 
invariant le sous-groupe d'invariance des coordonnees temporelles. De meme une contraction du groupe 
de Lorentz non-homogene donne le groupe de Galilee, en laissant invariant le sous groupe engendre par 
les rotations spatiales et les deplacements sur le temps. Tous ces exemples sont decrits dans le papier 
historiquc d'lnonii-Wigner [23]. 
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6.4 Les contractions de Weimar- Woods 

Saletan et Levy-Nahas generaliserent la notion de contraction d'lnonii-Wigner en considerant 

a) Pour Saletan, dcs families d'isomorphismes de la forme 

h = fx + eh 
avec det(f2) ^ 0. Cos isomorphismes se reduisent a 

f £ = eld+(l-e)g 

avec det(g) = 0. Si g est le nilindex de la aprtie nilpotente de g dans sa decomposition de Jordan, alors 
e partant d'une algebre de Lie donnee g, on la contracte via f £ pour obtenir une nouvellc algebre de Lie 
(si elle existe) Qi, on contracte a nouveau Qi via f £ et on obtient une nouvelle algebre de Lie 22 ainsi 
de suite. On definit de la sorte une famille de contractions. Cette suite stationnc a l'ordre q, on obtient 
alors la contracted de Saletan. Notons que la contraction d'lnonii-Wigner correspond a q = 1. 

b) Pour Levi-Nahas, qui generalise la construction de Saletan , la famille f £ d'isomorphismes a la forme 
suivante: 

f = eh + (e) 2 h, 
ou /1 et /2 verifient les hypotheses de Saletan. 

Les contractions de Weimar- Woods sont plus generales et permettent une graduation dans la con- 
traction. On considere dans ce cas des isomorphismes du type 

/(e,) = e" I e J ; 

ou Hi G Z et la contraction est donnee lorsque e — > 0. Ce type de contractions peut etre considerer 
comme des contractions generalisecs d'lnonii-Wigner avec des exponents entiers. L'interct est de pouvoir 
construire toutes les contractions et dc faire le lien avec la notion de deformation que Ton presentc dans 
le paragraphe suivant. 

Remarque. R. Hermann introduit aussi une notion de contraction, mais dans ce cas la notion dc 
dimension n'est plus un parametre fixe. 



7 Deformations d'algebres de Lie 

La notion de deformation se veut une notion duale de la notion de contraction. En gros, ctant donnee 
une algebre de Lie, peut-on determiner toutes les algebres de Lie se contractant sur cette algebre donnee. 
Ceci revient a determiner, etant donne un point de L n toutes les orbites ayant ce point comme point 
adherent. Alors que pour la notion de contraction, le fait de pouvoir utiliser le critere de Segal permettait 
dc regardcr lc problcmc dans l'cspacc vcctoricl dcs constantes de structure muni de la topologic mctriquc, 
pour le probleme inverse, nous sommes obliges de travailler dans L n avec la topologie de Zariski. Nous 
allons done definir une deformation d'un point de L n comme un point proche au sens de Zariski de ce 
point. La notion de point generique va done jouer un role preponderant pour parametrer ces points. 
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7.1 Points generiques dans L 



Soit Spec{A{L n )) le spectre de l'anneau A(L n ) muni de sa topologie de Zariski Nous savons qu'un point 
P G Spec(A(L n )) est ferme si et seulement si l'ideal P est maximal. Dans ce cas l'adherence du point 
P est P lui meme. On veut generaliser cette situation. 

Definition 13 Soit Z un sous- ensemble ferme irreductible de Spec(A(L n )). Un point P G Z est dit 
point generique de Z si Z est egal a V adherence du point P. Ceci revient a dire que tout ouvert de Z 
contient P. 

En particulier si P est un ideal premier, c'est un point generique de l'ensemble V(P) suppose 
irreductible. Nous allons nous interesser aux points generiques de Spec(A(L n )) qui appartiennent a des 
composantes irreductibles de L n passant par un point representant une algebre de Lie donnee et possedant 
des points generiques. Ces points generiques vont representer les deformations de l'algebre donnee. II 
cxiste une maniere classique de construire ces points generiques basee sur des notions d'extcnsion. Rap- 
pclons tout d'abord le resultat suivant 

Lemme 1 Soit fj, = (Cy) un point de la variete affine complexe L n . Alors pour des extensions fvnies 
K de C, il existe des series entieres Cy(i) G K[[t]] telles que C^-(O) = C^- et le point (C^(t)) est un 
point generique de L n . 

En particulier, nous pouvons considerer comme point generique des points a coefficients dans l'anneau 
C[[t]]. 

Une autre fagon de determiner les points generiques et d'utiliser une extension non archimedienne de 
C, appelee l'extension de Robinson. Les adeptes de P analyse non standard utilise cette extension mais 
dans un contexte particulier. Ici nous sommes interesses par cette extension, notee C*, car elle est munic 
d'une valuation et son anneau de valuation a des proprietes analogues a l'anneau des series formelles. De 
plus cette extension beneficie d'un principe de transfert ce qui est d'un benefice appreciable. Soit done 
C* une extension non archimedienne dc Robinson. C'est un corps value contenant C. Les elements de 
C* — C sont dits non-standard. II existe un principe de transfert de C a C* qui peut se resumer en disant 
que pour verifier qu'une formule usuelle dependant dc parametres standard est vraie pour tout x, il sufHt 
de la verifier pour tout x standard. On notera par A l'anneau de valuation de C* qui est muni d'une 
structure d'algebrc. Comme A est un anneau dc valuation, c'est un anneau local (nous reviendrons sur 
cette definition) et possede done un unique ideal maximal m qui a la propriete suivante : 

\fx G C* - A, aT 1 G m. 

Posons Ni = 7J ~y ] -. Pour tout x G C^ 1 , soit 

I x = {f€A(L n ),f(x)=0.} 

C'est un ideal premier de A(L n ) done un element de Spec(A(L n )). 

Definition 14 Soit P un element de Spec(A(L n )). Un element x G C*^ 1 est dit generique pour P si 

f G P <=>> f(x) = 0. 

Ceci signifie que P = I x . II est clair que Pelement x G C" est generique si et seulement si P = I x est 
maximal. 
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7.2 5-Deformations et deformations generiques d'une algebre de Lie 

Soit B une C-algebre associative unitairc. C'est en particulicr un anncau unitairc. II cxiste alors un 
homomorphismc d'anncau unitairc 

uj : C ->B 

domic par lu(1) = e oil e est l'unite de B. Un homomorphismc 

e : B -> C 

est appele une augmentation s'il verifie 

e(u>(a)) = a 

pour tout a G C. Dans ce cas B = Kere est un ideal de B et les elements dc l'anncau quotient B/B 
sont appclcs les indccomposablcs dc B. Par excmple l'anneau C[[i\] est muni d'unc augmentation, cllc 
est definie par e(^2, n>0 a n t n ) = a °- Dc ™ me l'anncau de valuation A de l'extension de Robinson est 
muni d'une augmentation. En effct, par construction, il cxiste un homomorphismc. appele dans ce cas 
ombre, 

a e A -f° a e C 

ce qui se traduit, dans lc langage nonstandard, en disant que tout clement limite, e'est-a-dire non 
infinimcnt grand, est infinimcnt proche d'un unique element standard appele son ombre. Rappelons 
qu'un anneau est dit local s'il possede un unique ideal maximal. 

Definition 15 Soit g une algebre de Lie complexe et B une C-algebre munie d'une augmentation. Une 
B- deformation de q est une algebre de Lie t) sur B telle que g soit C-isomorphe a I'algebre de Lie 
complexe \) = C ®b f) • 

Par algebre de Lie sur I'algebre B, on entend un B-modulc muni d'un produit de Lie. Notons que, 
commc B admet une augmentation, alors C admet une structure de -B-module. Ainsi le produit tensoriel 
C(g>B f) est bien defini. La multiplication externe dans f) est donnee par a(a' (g> x) = aol ®x. Si on suppose 
de plus que f) soit un £?-modulc librc alors f) = B(E)Q. Notons par ip^ l'isomorphisme cntre t) et g. Deux 
_B-deformations (i),ft)) et (fji,!^^) sont dites equivalentes s'il existe un isomorphisme de B-algebres de 
Lie cf) : f) — *■ ^ tel que <ft = (pZ^ o ou cf> : f) — > ^ est l'isomorphisme de C-algebre de Lie qui se deduit 
de (f>. Nous pouvons noter que si B est un anneau local complet , alors il suffit de supposer que cf) soit un 
homomorphisme tel que <fi = 92j~ o ip^ pour que ce soit une equivalence de deformations (e'est-a-dire, <fi 
est inversible). 

Proposition 2 Soit f) une B-deformation de g. Alors f) est de type fini sur B si et seulement si q est 
de dimension finie (sur C) 

A ce stade la, nous avons une definition gcncralc d'unc deformation. Bien entendu, le comportement 
de la deformation depend fortemcnt des proprietes de l'anneau B. Ici, nous allons nous interesser 
maintenant a une classe particuliere de B-deformations, le choix de B sera dicte pour qu'une deformation 
soit un point generique des composantes algebriques de L n passant par le point correspondant a I'algebre 
de Lie donnee. 
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Definition 16 Un anneau B est dit un anneau de deformation si B est un anneau de valuation dont 
le corps residuel est isomorphe a C. On appelle deformation (valuee) d'une algebre de Lie complexe, 
une B-deformation oil B est un anneau de deformation. La deformation sera dite generique si elle 
correspond a un point generique de la variete L" . 

Notons que tout anneau de deformation est naturellement muni d'une structure de C-algebre. Soit 
K le corps des fractions de B et soit v la valuation. Alors B correspond aux elements de K qui ont une 
valuation positive et l'ideal maximal m correspond aux elements de valuation strictement positive. Par 
hypothese le corps residuel B/m =C. Ainsi B est muni naturellement d'une augmentation. 

Exemples. 

• L'anneau des series formelles C[[t]] est un anneau de deformations. Ici m correspond aux series 
formelles sans terme constant. Les deformations correspondantes sont appelees des deformations 
formelles ou deformations de Gerstenhabcr. 

• L'anneau des elements limites C dans une extension non archimedienne de Robinson. Dans ce 
cas l'ideal maximal m correspond aux infiniment petits. Les deformations correspondantes sont 
appelees des perturbations. 

Ces deux exemples dcfinisscnt done des deformations gencriqucs. Nous allons done les ctudier en 
detail. 

7.3 Deformations formelles 

Rappelons que ces deformations sont les C[[i]] — deformations. Les points correspondants dans la variete 
L n sont, d'apres le debut du paragraphe, des points generiques. Rappelons done la definition de ces 
deformations. Auparavant, dcfmissons le produit o qui a deux formes bilincaires altcrnces fait corre- 
spondrc une forme de degre 3: 

ip o ip(X, Y, Z) = ip(ip(X, Y), Z) + iptyfy, Z),X) + vMZ, X), X). 

En particulier si fi est une multiplication d'algebre de Lie et ip une application bilincaire alterncc, alors 

et l'identite de Jacobi se resume a p/j = 0. Ces produits font partie de la classe des produits de 
Gerstenhabcr. 

Theoreme 4 Une deformation formelle d'une algebre de Lie correspondant au point fiQ £ L n est donnee 
par une famille {vijieN d' applications bilineaires alternees telles que tpo = Mo verifiant 

HO O fJLQ = 

^0 ° Pi + <Pl ° HO = SfiaPl = 

Pi o Pi = -Mo ° P2 - P2 a Mo = -8noP2 
< : 

Pp O Pp + Sl<j<p_l Pi ° P2p-i + P2p-i °Pi = -Sn P2p 
El<K p Pi ° P2p+l-i + P2p+l-i °Pi = SpoPip+l 
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Demonstration. Montrons tout d'abord que la multiplication fi de la C [[t]]— deformation de Ho est 
entieremcnt definie par sa restriction a C". La C[[i]]— algebre de Lie de multiplication fi a pour module 
sous-jacent le module C[[i\] ® C". Chaque element de cette algebre s'ecrit done comme somme finie 
d'elements du type s(t) ®v, s(t) G C[[i\] ct v G C". On en deduit fJ.(s(t) ®v,r(t) ®w) = s(t)r(t)fj,(v,w). 
Ainsi fi est defini par sa restriction a C". On en deduit, que si v, w G C™, alors h s'ecrit 

h(v, w) = Ho{v, w) + t<pi(v, w) + . . . + t p Lp p (v, w) + . . . 

On ecrira done naturellement Ht la deformation de /i. L'identite de Jacobi pour la multiplication 

p>0 

s'ecrit 

fit o Ht = Ha o Ho + tSftgif! + t 2 (ipi o (px + S^ tp 2 ) + t 3 {ipi o tp 2 + tp 2 o ip x + 5^3) + ... = 

ce qui est equivalent au systeme infini ci-dessus. On s'apergoit que le premier terme ipi de la deformation 
fit de fio appartient a Z 2 (ho , ho) ■ Ce tcrme est appele la partie infinitcsimalc dc Ht- 

Definition 17 Une deformation formelle de Ho est appelee une deformation lineaire si elle est de 
longueur 1, e'est-d-dire si elle s'ecrit fi t = Ho + tipx (px G Z 2 (fio, Ho)- 

Pour une telle deformation, on a necessairement ipx o <px = soit <p\ G L n . 

Considcrons maintcnant le problemc suivant : soit ipx G Z 2 (ho, Ho) avec ho G L n . Est-ce-que cette 
application est le premier terme d'une deformation de fio, autrement dit est-ce la partie infinitcsimalc 
d'unc deformation? Si e'est le cas, il existe une famille ipi G C 2 (ho, Ho)i * > 2, tel que le systeme (I) 
soit satisfait. Cc probleme d'existence est appele le problemc d'integration formelle de tpx au point Ho- 
Comme le systeme (I) est infini. nous allons essayer de le resoudre par induction. Pour p > 2, soit (I p ) 
le sous-systeme donne par 

{ipx oyx = -6p (p 2 
ipi o ip 2 + cp 2 o (p x = -8^3 
; 
EKKb/2] a iA<Pi ° <Pv-i + <Pp-i ° Vi) = _< W^P 

avec ai tP — 1 si i 7?= p/2 ct a.;. p = 1/2 si i = [p/2]. 

Definition 18 On dit que (fix G Z 2 (ho, Ho) es t integrable jusqu'a I'ordre p s'il existe tpi G C 2 (hoi Ho)> 
i = 2, • • • ,p tel que (I p ) soit satisfait. 

Supposons que ipx soit integrable jusqu'a I'ordre p. On montre directement que 
^ ai,p+i((pi o ipp + x-i + (fip+x-i <Pi) e Z 3 (fj,o,Ho)- 

l<»<[p+l/2] 

Ainsi 9?i est integrable jusqu'a I'ordre p + 1 si et seulement si cette 3-cochaine est dans B 3 (ho, Ho)- On 
en deduit 
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Proposition 8 Si -ff 3 (/io, Mo) = alors tout ipi G Z 2 {ho, ho) est la partie infinitesimale d'une deformation 
de /io- 

La classe de cohomologic Ei<,:<[p+i/2] a i,p+i(</>i ° ¥>p+i— i + Vp+i-i ° Vt)] cs t appele l'obstruction 
d'ordre p + 1. L'obstruction d'ordre 2 est done donnee par la classe de cohomologic dc tp 1 o <^x. Elle peut 
etre ecrite en utilisant la forme quadratique suivante: 

Definition 19 La forme quadratique de Rim 

sq : H 2 (ho,Ho) > H 3 (fi ,fj, ) 

est definie par 

s l([fi}) = YPi ° <Pi] 

pour tout if i € Z 2 (/xo, Ho). 

En utilisant cette application, l'obstruction d'ordre 2 s'ecrit : sq([(pi]) = 0. 

Remarque. Dans le paragraphe suivant, nous allons etudier les deformations formelles dans le cadre 
des deformations valuees (ou generiques). Nous verrons alors que le systeme infini (/) est equivalent a 
un systeme fini ce qui signifie qu'il n'existe qu'un nombre fini d'obstructions. 

Deformations formelles equivalentes. Considerons le groupc 

GL t (n) = GL(n, C) <g> C[[t}} = {u = Id n + tfa + t 2 (f> 2 + fa £ gl(n, C)} 

la multiplication etant induite par la composition des applications. L'cquivalence des deformations se 
traduit done ici de la maniere suivante : deux deformations pL t = X)p>o^ P( ^P e ^ A*J = ^2 P >o^ Pl Pp ^ e A* 
sont equivalentes si et seulement si il existe u £ GL t {n) tel que 

u o (J2 t p v P ) = C±2 ° (« ® «)■ 

p>0 p>0 

Exemples 

1. Soit /io la multiplication de l'algebre de Lie nilpotcnte nilpotcntc filiformc de dimension n donnee 

par 

H(Xi,Xi) = Xi + i 

pour i = 2, .., n — 1. Alors toute algebre dc Lie filiformc dc dimension n est isomorphe a une deformation 
formcllc lincairc (Definition 17). 

2. Considerons une algebre de Lie frobeniusienne de dimension 2p. Au paragraphe precedent, nous 
avons donne la classification de ces algebres de Lie a contraction pres. Dans [3] on montre qu'une telle 
multiplication peut s'ecrire, a isomorphisme pres, sous la forme 

/i = no + tipi 

ou Ho est une multiplication d'un modele frobeniusicn. Ainsi, toute multiplication d'une algebre de Lie 
frobeniusienne de dimension 2p est formellement equivalent a une deformation lineaire de la multiplica- 
tion d'une algebre de Lie frobeniusienne modele. 
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Definition 20 Une deformation formelle fi t de fiQ est dite triviale si elle est equivalente a /io- 

Soit fjq = Mo + J2^Lit Pl Pp e ^ Mt = Mo + Yl'tLpt P ' t Pp deux deformations equivalentes de Alors 
u o (J2 p >o t p <Pp) = E P >o ^ P 0p) ° ( u ® u )- Ceci implique en particulier que, apres avoir remplace u par 

Id n + t(j>y + t 2 (t>2 + ..., 

<pi + 4>i ° — "01 + Mo ° (01 ® Id + Id ®> 4>\) 

ce qui s'ecrit 

fi-^ie B 2 (/i ,/-t ). 

Comme (^i G Z 2 (/io, /^o), on en deduit que -0i apparticnt a la mcme classe dc cohomologic que tpi. Notons 
que si ipi est nul, cette propricte porte sur le premier terme non nul. 

Theoreme 5 L'espace H 2 (hq, /jq) parametrise les classes d 'equivalence des deformations lineaires des 
deformations formelles de fig ■ 

Remarque : Deformations et cohomologie. Lc rcsultat precedent fait un lien entre la theorie 
des deformations et la cohomologie a valeur dans l'algcbrc. Cette cohomologic est la cohomologie de 
Chevalley pour les algebres de Lie, la cohomologic d'Hochschild dans le cas associatif, etc. Mais il est 
faut de croire que la theorie des deformations permet de definir une theorie cohomologique (et pourtant 
ceci se lit assez souvent). La theorie des deformations permet de definir des espaces de degre 1 et 2 
qui correspondraient aux espaces H 1 et H 2 si la cohomologie existait. Sinon on est reduit a definir 
un complexe dont les 3-cochaines sont triviales. II existe des algebres ternaires pour lesquelles aucune 
cohomologie n'est definissable (voir l'article de Nicolas Goze et Elisabeth Remm sur arxiv 0803.0553 ), 
la classe des algebres de Jordan en est un autre exemple et pourtant on sait deformcr ccs structures. 

On deduit du theoreme ci-dessus : 

Corollaire 2 If H 2 (hq, fj,o) = 0, alors toute deformation formelle de fio est triviale 

Remarque. On peut reduire la notion de deformation formelle en considcrant des deformations con- 
vergentes. Dans ce cas une telle deformation peut s'ecrire ainsi 

Definition 21 Une deformation formelle convergente fit de la multiplication \i d'algebre de Lie est 
donnee par 

[it = no + S 1 (t)(pi + S 2 (t)(p 2 + S 3 (t)ip 3 + ... + S p (t)ip p 

oil 

1. {tpi,tp2,cp3,...,ipp} sont lineairement independantes dans C 2 (C", C") 

2. Les Si(t) sont des series convergentes de rayon de convergence > 

3. Les valuations Vi de Si(t) satisfont Vi < Vj pour i < j. 

Par exemple la deformation formelle 

oo 

At = Mo + 'Pi 
t=l 

s'ecrit comme une deformation convergente de longueur 1 

1-i" 
M« = Mo + 1 1 _ , <Pi 

Nous etudierons plus gencralement ces deformations dans le cadre des deformations valuees. 



31 



7.4 Perturbations d'algebres de Lie 

Ccttc notion de deformation est peut etre la plus proche de ce concept. En effct elle est basee sur 
une extension non archimedienne de Robinson et permet d'utiliser le langage de la mathematique non 
standard. Ainsi, sous ce point de vue une perturbation d'une algebre de Lie sera une algebre de Lie 
de meme dimension dont les constantes de structure sont infiniment proche de l'algebre initiale. Sans 
aucun doute, on a ici, un concept de deformation qui traduit parfaitement l'idee meme de deformation. 
De plus, dans une telle extension, une deformation apparait comme un point gcncrique de la composantc 
algcbriquc contenant le point associee a l'algebre de Lie donnee. Comme nous verrons que toutes ces 
notions de deformations generiques sont conceptuellement equivalentes, nous pouvons utiliser n'importe 
quelle parmi ces deformations. L'interet des perturbations est de presenter un cadre calculatoire tres 
pratique. Enfin, dans une telle extension nous avons un principe de transfcrt. Rappclons dans un 
premier temps les proprictes de cette extension. 

Soit C* une extension de Robinson de C. C'est un corps value non archimedien. Si on note A son 
algebre de valuation et m l'ideal maximal de A, alors on a 

x G C* - A <^=> aT 1 G m. 

Ceci est en fait la definition d'une algebre de valuation. Dans ce contexte, on appelle infiniment pctits 
les elements de m, limites les elements de A et infiniment grands les elements de C* — A. Les operations 
algebriques sur ces elements correspondent parfaitement a celles que Ton met sur ce type d'elements en 
analyse. Le corps residuel A/m est isomorphic a C. On note pour tout x £ A sa, classe par °x. On a un 
homomorphisme naturel d'anneaux C — ► A et l'application x G A — >-° x G C est une augmentation. Si 
on appelle standard un element de C* appartenant a C, l'augmentation se traduit en disant que tout 
element limite est infiniment proche d'un unique element standard et que tous les infiniment petis sont 
infiniment proches de 0. Nous pouvons etendre toutes ces notions a C™ pour tout n G N. 

Soit /iQ un point de L n . 

Definition 22 Une perturbation (i of [1q est une A- deformation de fio telle que 

n(X,Y)-iio(X,Y) em" 

pour tout X,Y G C". 

Le resultat essentiel se resume en disant que toute perturbation admet une decomposition canoniquc 
finie. Plus prccisement on a : 

Theoreme 6 Soit (io un point de L n et (i une perturbation of [1q . II existe un entier k et des elements 
ei, £2, ■ • ■ , £fe G m tels que pour tout X, Y G C™ on ait 

fi(X, Y) = no{X, Y) + ei^(X, Y) + e l£2 2 (X, Y) +■■■ + £l e 2 • • • e k 4> k {X, Y) 

oil les 4>i sont des applications bilineaires alternees sur C™ a valeurs dans C™ lineairement independantes. 
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L'interet d'une telle decomposition est appreciable. En effct, alors que dans le cadre des deformations 
formelles l'identite de Jacobi relative a la deformation se traduit sur un systeme infini portant sur 
les applications tp+, la memc identitc est cquivalentc dans lc cadre des pertubations a un systeme fini 
formcllcnt resolvable. Commc nous vcrrons qu'il y a equivalence entre les deux notions de deformations, 
on en deduit 

Le systeme infini (I) (theoreme 4) de Gerstenhaber est equivalent a un nombre fini de systemes finis. 

En particulier, le premier terme d'une perturbation est toujours dans l'espace Z 2 (fj,o, Nous 
verrons tout cela dans le paragraphe qui suit. Une etude specifique des perturbations est faite dans [14] 



7.5 Deformations valuees ou deformations generiques 
7.5.1 Une decomposition canonique dans m k 

Rappelons rapidement ce qu'est un anneau de valuation. Soit F un corps commutatif et A un sous anneau 
de F. On dit que A est un anneau de valuation de F si A est un anneau local integre tel que: 

Si x G F — A, alors x^ 1 G m. 

ou m est l'ideal maximal de A. Un anneau A est appele anneau de valuation si e'est un anneau de 
valuation de son corps de fractions. Par exemple si K est un corps commutatif de caracteristique 0, alors 
l'anneau des series formelles K[[t}] est un anneau de valuation alors que l'anneau K[[ti,t 2 ]] de deux ou 
plus indctcrminces nc Test pas. 

Soit m 2 le produit cartesien m x m . Soit (ai, a 2 ) G m 2 avec <Zj ^ pour i = 1,2. 

i) Supposons a\.a 2 l G A. Soit a — ^(a^a^ 1 ) ou tt est la projection canonique dans A/ m. Rappelons 
que nous avons un morphismc naturcl uj : K — > A qui pcrmct d'identificr a avec s(a) dans A. Alors 

ai.a^ 1 = a + &3 

avec a3 G m. Si a 3 ^ 0, 

(ai, a 2 ) = (a 2 (a + a 3 ), a 2 ) = a 2 (a, 1) + a 2 a 3 (0, 1). 
Si a ^ on peut ecrire aussi 

(ai,a 2 ) = aVi + abV 2 

avec a, b G m et V\, V 2 sont lineairement independants dans K 2 . Si a = 0, alors ai.a^ 1 G m et a\ = a 2 03- 
On a 

(ai, a 2 ) = (a 2 a 3 , a 2 ) = ab(l, 0) + a(0, 1). 

Ainsi dans ce cas, V\ = (0, 1) et V 2 = (1, 0). Si = 0, alors a\a 2 x = a et (ai, a 2 ) = a 2 (a, 1) = aVi.Ceci 
correspond a la decomposition precedent mais pour 6 = 0. 

ii) Si ai.a^ 1 e¥ — A, alors a 2 .a 1 " 1 G m. Dans ce cas on pose a 2 .a^ x = et on obtient 

(ai, o 2 ) = (oi, oi.a 3 ) = oi(l, a 3 ) = oi(l, 0) + oio 3 (0, 1) 
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avec £ m. On obtient dans ce cas la decomposition : 

(ai, a 2 ) = aVi + abVi 

avec a, b £ m et V\ , V2 lineaircment indcpendants dans K 2 . Cette decomposition se generalise facilement 
pour un point de m k . Ceci s'ecrit : 

Theoreme 7 Pour tout point (01, a 2 , afc) £ rn* il existe h (h < k) et h-vecteurs lineaircment 
independants Vi, V2, .., Vh de I'espace K. k et b\, 62 j ••) bh £ tn ie^s gwe 

(ai, a 2 , a k ) = biVi + b 1 b 2 V 2 + ... + &i&2—&fcV/»- 

Le parametre /i qui apparait dans cette decomposition est appelee la longueur de la decomposition. 
II peut etre inferieur a k. II correspond a la dimension du plus petit K-espace vectoriel V tel que 
(ai, d2i ak) £ V®m. Si les coordonnces ai du vecteur (ai, a 2 , afc) sont dans ^4 et pas necessairement 
dans l'idcal maximal, on ecrit alors at — ai + a[ avec ai £ K et a\ £ m, et on decompose 

(ai,a 2 , ...,a fe ) = (ai,a 2 , ...,afc) + (a'i,a 2 ) -i a fe)- 

On applique alors le theoreme ci-dessus au vecteur (a^, a 2 , a^.). 
Cette decomposition est unique au sens suivant : 

Theoreme 8 Soit &il / L+&i& 2 V 2 + ...+&i£> 2 ...6/ i Vft, C1W1+C1C2W2 + . ..+cic 2 .. .c s W s deux decompositions 
du vecteur (a±, 02, cifc). Alors 

i. h = s, 

ii. Le drapeau engendre par la famille libre (Vi, V2, ••, V^) est egaZ ait drapeau engendre par la faraille 
libre (Wi, W 2 , W/j) e'est-a-dire Mi £ 1, .., ft 

{Vi,... ) y 1 } = {ivi,... > wi} 

ow {t/j} designe I'espace engendre par les vecteurs Ui. 

Pour la demonstration, on pourra se referrer a [20]. Nous allons appliquer cette decomposition a 
une deformation valuee. 

7.5.2 Decomposition d'une deformation valuee 

Ceci etant, soit g une K-algebre de Lie et A une K-algebre commutative unitaire de valuation. Supposons 
que son corps residuel A/m soit isomorphe a K Dans ce cas on a une augmentation naturelle. Soit 3,4= 
q <g> A une A-deformation de g. Si dim%(g) est fini, alors 

dim A (g A ) = dim K (g). 

Comme A est aussi une K-algebre, on identifiera g au sous espace g®e de qa- En particulier on a si fi BA 
designe la multiplication de qa et )i B celle de g, alors /z flA (X, Y) — fJ, B (X, Y) apparticnt au quasi-modulc 
g (g> m pour tout X, Y £ K n . Les deformations formcllcs de Gerstenhaber et les perturbations sont des 
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deformations valuees. Supposons que g soit de dimension finie et soit {X\, JT„} une base de g. On a 
alors 

Mb a (Xi , Xj) — ^ g (Xi , Xj) = Cy X fe 

fe 

avec G m. Cette difference apparait done comme un vecteur de m™ (™ -1 )/ 2 ayant pour composantes 
les Cy. La decomposition canonique s'ecrit alors 

^3 A {X l ,X j ) - fjt g (Xi,Xj) = ei4>i(Xi, Xj) + eie 2 <fe(^, Xj) 

+... + ei€2—ek<t>k(Xi,Xj) 

avec e s G m et 4>ii ■■■■> 4>i -9 ® fl ~~ * lincairement independantes. Cette decomposition est en particulier 
valable si A=C[[i]]. Nous pouvons done reduire le systeme infini d'integrabilite de Gerstenhaber a un 
systeme fini. Rappelons tout d'abord que le complexe de Chevalley-Eilenberg est un complexe diffcrentiel 
gradue. Le crochet gradue est defini a partir des produits o donncs par 

(9g ° fp)(Xi, ...,X p+q ) = ^(-l) e(<T) 5 <? (/p(X cr ( 1 ), X a ^), Xvfr+x), ...,X a ( q )) 

ou a est une permutation de 1, ...,p + q telle que cr(l) < ... < a(p) et a(p + 1) < ... < <r(p + q) (e'est un 
(p, g)-schufHe) et g q G C 9 (g,g) et f p G C p (g,g). Le crochet gradue est alors donne par 

[f,9] = fog-{-iy- 1 gof. 
La condition de Jacobi relative a /j, Ba se resume a fj, g ' o (j, g i = 0. Ceci domic 

(A»b + e ^-- e i^) ° (Mb + e i £ 2-"£i<A i ) = 0. (1) 

Comme o /i B = 0, cette equation se reduit a : 

ex(Mfl ° 0i + 01 ° Ms) + ei^ = 
ou £/ G C 3 (g,g) ®ra. Simplifions par ei qui est suppose non nul, sinon la deformation est triviale : 

(m s ° 0i + 0i ° m b )(^, y, z) + ^ y, ^) = o 

pour tout I,y,Ze g. Comme J7(X, Y, Z) G g ® m et que le premier terme est dans g, on en deduit 

Or /x fl o $1 + 0j o fig n'est rien d'autre que 5 M 0i ou <5 M est l'opcratcur cobord de la cohomologie de 
Chevalley de l'algebre de Lie g. On rctrouve done, dans le cadre des deformations valuees le resultat 
classique de Gerstenhaber : 

Mi = o. 

Regardons maintcnant les equations donnees par U = 0. Ellcs vont s'ecrire a l'aidc du crochet gradue 
sur l'espace des cochaines rappele ci-dessus. En particulier, on a si <t>i,<j)j G C 2 (g,g) : 

[<t>U <f>j] = 4>i° 0j + 4>i ° 0J 

et [fat,] G C 3 (g,g). 
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Theoreme 9 Soit 
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une deformation valuee de longueurk. Alors les 3-cochaines [<pi,4>j] et [fj,,4>i], 1 < i, j < k—1, engendrent 
un sous espace vectoriel V de C 3 (g,g) de dimension inferieure ou egale a k(k — l)/2 et fj, BA o /.i BA = 
est equivalent a 

(50i = 



5<j) 2 = af x [</>i,0i] 
6<f) 3 = al 2 y>i,<h) + « 3 



22m, 9H 
k 



h = Hi<i<i<k-i a iA<t>iA3\ 

ii,0*] = Ei 



<i<j<k-l u ij lYnVji 



c-i, 4>k] — J2i< 



ufc-ir 



<i<j<k-l"ij LVjiVjJ 



Demonstration. Soit V le sous-espace de C 3 (g,g) engendre par les applications [4>i,(f>j] et Si a; 

est une forme lineaire sur V dont le noyau contient les vecteurs [4>i,(j)j] pour 1 < i,j < (k — 1), alors 
Pequation (1) donne: 

e 1 e 2 .:e k tA}([<f> 1 , <f> k }) + eie|...e/.cj([02, 4>k]) + ■■■ + ^i4-- e k UJ (i < t ) k,<t>k}) + e 2 uj([^, </> 2 ]) 

+e 2 e 3 w([ / u, </) 3 ])... + e 2 e 3 ...e k uj([^, 1 <j> k ]) = 0. 
Commc chacun des coefficients est dans l'idcal m, on a necessairement 

w([0i, 0fe]) = ••■ = v([<f> k ,<l>k]) = 2 ]) = •■• = fc ]) = 

et ceci pour toute forme lineaire dont le noyau contient V. Le systeme du theoreme correspond aux 
relations de dependanccs dans V et au fait que 

m D m (2) D ... D m (p) ... 

ou m^est l'ideal engendre par les produits a\a 2 ...a p , a, G m de longueur p. 

Cas particulier : dim V=fc(fc — l)/2 

Supposons que la dimension de V soit maximum ct egale a (k — f)/2. Nous allons voir que dans ce 
cas la deformation est isomorphe a une C[i]— deformation. 

Proposition 9 Soit fi BA une A-deformation de /i g de longueur k telle que dimV = k(k — l)/2. Elle est 
alors equivalente a une deformation polynomiale verifiant 



t i t (X,Y)=fi 3 (X 1 Y)+ J2 tl UX,Y) 



=l,..,fe 



pour tout X, Y G q. 
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Demonstration. Considerons l'equation 

Mba ° Vba = 0- 

Comme dimV=k(k — l)/2, il existe des polynomes Pi{X) G K[X] de degre i tels que 

Pib-i(efc) 



P 



fc-i+i 



fa) 



avec a, <E K. On a alors 



Ainsi 



=i,...,fe 



Pfc-i(efc) 
Pfc(e fc ) ' 



ffc(efc)/^ = Pk(ek)fJ> 3A + a i a 2---ai(e fe ) l P fc _ i (e fe )(/) i . 

i=l,...,fc 

Le resultat se deduit en ecrivant cette expression suivant les puissances croissantes. □ 
Notons que pour une telle deformation, on a 

S(p 2 + [<pi,<pi] = 

S(fi 3 + [(pi,lf2] = 

k E i+ i=k+,[<ftiVj] = °- 



8 Algebres de Lie rigides 



La notion de rigidite est une notion topologiquc. Nous pourrons la rclier naturcllcment a cello dc 
deformation lorsque ccs deformations seront generiqucs. Soit g une algebre de Lie complexe de dimension 
n. On la considere comme un point fi de la varietc algebrique L n munie de sa topologie dc Zariski. 

Definition 23 L 'algebre de Lie g est rigide si Vorbite est Zariski ouverte dans L n . 



Dans ce cas, l'adherence de l'orbite O(fi) est une composante algebrique connexe de L n . On en deduit 
immediatement, comme toute variete algebrique complexe est reunion d'un nombre fini de composantes 
algebriques connexes, qu'il n'existe qu'un nombre fini de classe d'isomorphie d'algebres de Lie rigides 
de dimension n. Le theoreme suivant, que nous ne demontrons pas ici, permet de mettre en evidence 
ccrtaincs algebres de Lie rigides. 

Theoreme 10 Theoreme de Nijenhuis- Richardson. Soit g = (C n ,fx) une algebre de Lie de dimension 
n. Si le deuxieme groupe H 2 (g,g) de la cohomologie de Chevalley est nul, alors g est rigide. 
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Ainsi, toute algebre de Lie semi-simple complexe est rigide. Mais la reciproque du theoreme de 
Nijenhuis- Richardson est fausse. Considerons en effet l'algebre de Lie de dimension 11 definie dans la 
base {X, X Q , X±,..., X 9 } par, 

H(X,Xi) = iX it i = 0,...,9 
fi(X ,X i ) = X i , i = 4, 5,..., 9 
t i{X 1 ,X i )=X i+1 , i = 2, 4, 5, 6, 7, 8 
f i{X 2 ,X i )=X i+2 , i = 4,5,6,7. 

On montre, soit par un calcul direct utilisant la suite d'Hochschild-Scrrc, soit en utilisant un calcul 
sur ordinateur (un programme est donne dans le livre [18], base sur Mathcmatica) que la dimension de 
H 2 (p,fi) est egale a 1. Quant a la rigidite, elle est montree (voir toujours [18]) en utilisant le resultat 
suivant: 

Theoreme 11 Soit g = (C n ,/x) une algebre de Lie complexe de dimension n. Alors g est rigide si et 
seulement si toute •perturbation lui est isomorphe. 

Demonstration. En effet, toute perturbation de g = (C n , (j,) est un point generique de la composantc 
algebrique passant par le point fx. Reciproquement, si toutes les perturbations de g sont isomorphcs a g, 
son orbite est ouverte et g est rigide. D'ou le resultat. 

Le resultat precedent se generalise naturcllcment aux deformations generiqucs. Ainsi 

Theoreme 12 Soit g = (C n ,fx) une algebre de Lie complexe de dimension n. Alors g est rigide si et 
seulement si toute deformation valuee lui est isomorphe. 

Remarque : L'existence d'algebres de Lie rigides de dimension n dont le H 2 (g, g) est non nul impliquc 
que le schema C n associe a la variete L n n'est pas reduit. 

Nous allons nous interesser a present a la classification des algebres de Lie rigides. Cette classifica- 
tion est loin d'etre achevee. En particulier on ne sait rien sur la rigidite cventuclle d'algebres de Lie 
nilpotcntes. On pcut raisonnablcment conjccturcr le resultat suivant 

Conjecture : /I n'existe pas d'algebres de Lie nilpotentes rigides. 

Afin de dresser une eventucllc classification des algebres de Lie rigides, nous devons commencer par 
comprendre la structure de ces algebres. Pour cela nous devons revenir sur l'ctude des algebres de Lie 
algebriques. 

Definition 24 Une algebre de Lie reelle ou complexe g est appelee algebrique si elle est isomorphe a 
l'algebre de Lie d'un groupe de Lie algebrique. 
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Un groupe de Lie lineaire algebrique complexe est un sous-groupe de Lie d'un groupe GL(p 7 C) defini 
comme l'ensemble des zeros d'un systemc fini de relations polynomiales. C'est done une variete algebrique 
mais avec la propriete surprenante que dans ce cas il n'existe aucun point singulicr. C'est done bien une 
variete differcnticlle. 

Exemples. 

1. Toute algebre de Lie simple complexe est algebrique. 

2. Toute algebre de Lie nilpotcntc est algebrique. Plus gcncralement, toute algebre de Lie dont lc 
radical est nilpotent est algebrique. 

3. Toute algebre de Lie complexe de dimension n dont l'algebre de Lie des derivations est aussi de 
dimension n est algebrique. 

4. Toute algebre de Lie verifiant = est algebrique. 

La famille des algebres de Lie algebrique est done vaste et nous n'avons pas de classification precise 
de cette classe. Par contre, le resultat suivant donne la structure precise de ces algebres: 

Proposition 10 Les propositions suivantes sont equivalentes: 

1. g est algebrique. 

2. ad(g) = {ad^X, leg} est algebrique. 

3. g = s©n(Btoi5 est une sous-algebre semi-simple de Levi, n le nilradical c 'est-a-dire le plus 
grand ideal nilpotent et t un tore de Malcev tel que ad^t soit algebrique. 

Cette proposition fait apparaitre le tore externe de Malcev. Par definition, un tore externe de Malcev 
t de g est une sous-algebre de Lie abelienne telle que tous les endomorphismes adX, iGt soient semi- 
simple (simultancmcnt diagonalisables). Tous les tores de Malcev maximaux (pour l'inclusion) sont 
conjugues. Leur dimension commune est appelee lc rang de q. 

Revenons aux algebres de Lie rigides. Soit g une algebre de Lie rigide dans L n . Son or bite est 
ouverte. On en deduit que tout deformation generique lui est isomorphe. Si g' est une telle deformation 
(par exemple une perturbation), alors c'est un point generique de la composante definie par l'orbite de 
(rappelons que l'adherence de l'orbite d'unc algebre rigide est une composante algebrique de la variete 
L n ). Or cette composante est definie par Taction du groupe algebrique GL(n,C). C'est l'adherence de 
l'image de g' par cette action. Comme cette action est definie par des equations polynomiales et que la 
composante est egalement donnee par un systeme d'equations polynomiales, on en deduit immediatcment 
que le point generique est algebrique. Comme il est isomorphe a g, cette algebre est aussi algebrique. 

Proposition 11 Toute algebre de Lie complexe rigide dans L n est algebrique. 

Supposons que g soit resoluble. Si elle est rigide, elle se decompose done sous la forme 

= t©n 

ou t est un tore de Malcev et n le nilradical. Reprenons ici l'etude faite dans [1] et [17] permettant de 
donner une description precise des algebres resolubles rigides et leur classification lorsque le nilradical 
est filiforme. 
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Definition 25 Soit g = t© n une algebre de Lie resoluble rigide de multiplication [a. Un vecteur let 
est dit regulier si la dimension de I'espace 



V (X) = {Yeg, n(X,Y)=0} 



est minimale c'est-d-dire dimVo(X) < dimVo(Z) pour tout Z G t. 

Supposons que g ne soit pas nilpotente. Dans ce cas t n'est pas trivial. Soit X un vcctcur regulier 
et posons p = dim Vq(X). Considerons une base {X, Y±, . . . , Y n _ p , Xi, . . . , X p _i} de vecteurs propres 
de adX (qui par hypothese est diagonalisable) telle que {X,X±, . . . ,X p -i} soit une base de Vq(X) et 
{Yi, . . . , Y n ^ p } une base du nilradical n. On suppose cgalcmcnt que {X, Xk +i, ■ ■ ■ , X p -i} soit une base 
de t. On notera par (S) le systemc de racines associe a adX. II est defini par 



Theoreme 13 Si rang(S) ^ dim(n) — 1, alors g n'est pas rigide. 

La demonstartion est donnee dans [1]. Les consequences sont nombrcuscs: 
Corollaire 3 Si g = t © n est rigide, alors 

• t est un tore de Malcev maximal. 

• II existe un vecteur regulier X S t tel que les valeurs propres de adX soit entieres. 

• Le nilradical est defini par une solution isolee du systeme polynomial de Jacobi defini par les 



Notons que la dcuxicme condition n'implique pas que l'algebre de Lie rigide soit rationnellc. II cxistc 
en effet des exemples d'algebres rigides non rationnelles. La troisieme propriete signifie que, une fois 
donnees les racines de adX, les constantes de structure de n sont donnees par des conditions (reduites) 
de Jacobi. L'algebre est rigide si le nilradical correspond a une solution isolee. 

Comme consequence, signalons la classification des algebres de Lie rigides resolubles de dimension 
inferieure ou egale a 8 (voir [17]) et la classification generale des algebres de Lie resolubles dont le 
nilradical est filiforme (voir aussi [17]). 



Xi + Xj = Xk si la composantc de fi(Xi, Xj) sur Xk est non nullc 

Ui + Uj = Uk si la composante de n(Yi, Yj) sur Yf. est non nulle 

Xi + yj = yk si la composante de [i{Xi, Yj) sur Yk est non nulle 

Hi + Uj = x k si la composante de Yj) sur X/. est non nulle 



racines. 
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Partie III 

Structures geometriques sur les algebres de 
Lie 

Soit g unc algebre dc Lie rcellc ou complcxc dc dimension finie. Soit G un groupc dc Lie connexc 
d'algebre de Lie g. Les elements de g sont done les champs de vecteurs invariants a gauche sur G et le 
dual vectoriel A p (g*) de g est l'espace des formes dc Pfaff invariantes a gauche sur G. Rappelons que 
si {X\, . . . X n } est une base de g et si {u)±, . . . , oj n } en est la base duale de g*, alors les equations de 
Maurcr-Cartan sont donnees a partir de 

n 

[Xi,Xj] = 2J CijX k 

k=l 

par 

du) k = ^2 C %Ui A Wj 

l<-i<j<n 

ou d est la differentielle exterieure des formes invariantes a gauche sur G. Si A(g*) = © p£ NA p (g*) est 
l'algebre exterieure sur g*, cette differentielle est done un morphisme gradue de degre 1 : 

d:AP(g*)^AP +1 ( 5 *). 

Nous la considercrons done dc manierc cquivalentc, soit commc unc differentielle soit comme un mor- 
phisme lincairc gradue. 

Les structures geometriques que nous allons aborder dans ce qui suit seront definies sur les algebres de 
Lie. Elles correspondent en fait a des structures geometriques invariantes a gauche sur G. On s'inteerssera 
souvent au cas ou l'algebre de Lie est nilpotente. En effet dans ce cas, si cette algebre est rationnelle, 
e'est-a-dire si elle admet une base par rapport a laquelle les constantes de structure sont rationncllcs, 
alors le groupe de Lie nilpotent simplcmcnt connexe et connexe associe admet un sous-groupe discret T 
tel que le quotient G/T soit une variete differentielle compacte appelee nilvariete. Les structures definies 
sur g corrcspondant a des structures invariantes a gauche sur G, donncnt des structures differentiablcs 
analogues sur la varictc compacte G/T des que ces structures sont invariantes a droite par T. 

9 Structures symplectiques 

Soit g une algebre de Lie reelle (ou complexe) de dimnsion 2n. Une structure symplcctiquc sur g est 
donnce par une 2— forme uj verifiant 

( dcj = 
\ w" ^ 

ouw" = wAwA...Aw (n fois) et 

MX, Y, Z) = lo(X, [Y, Z\) + w(Y, [Z, X}) + uj(Z, [X, Y]) 
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la multiplication de g est notee ici comme en geometrie differentielle par le crochet. Les algebres de Lie 
frobeniusiennes sont mimics d'une structure symplectique. En effet si a G 9* verifie (da) n ^ 0, alors 
u> = da est une forme symplectique (dite exacte). Le probleme d'existence d'une structure symplectique 
sur unc algebre de Lie est toujours d'actualitc. Par exemple, d'apres [16], il n'existe pas de structure 
frobeniusienne sur une algebre de Lie nilpotente. En effet, dans ce cas le centre de est au moins de 
dimension 1, et tout vecteur du centre est dans le noyau de da. La forme u = da est done degeneree et 
ne peut verifier uj n ^ 0. Toutefois la classification des algebres de Lie nilpotentes de dimension 6 munic 
d'une structure symplectique est connue. On peut la consulter dans [18] 

II existe un precede de construction des algebres de Lie munies d'une forme symplectique, appele le 
precede de double extension et defini par Alberto Medina et Philippe Revoy. Soit une algebre de 

Lie munie d'une forme symplectique. On dira que Palgebre est symplectique. Alors le produit © defini 
par 

io(X®Y 1 Z) = -u(y,[x, Z\) 

correspondant a l'adjoint pour la forme non degeneree uj dc l'application lincairc adX est un produit 
symetrique gauche 

(X © Y) © Z - X © (Y © Z) = (Y © X) © Z - Y © (X © Z) 

tel que 

X © Y - Y © X = [X, Y] 

pour tout I,y,Z£ g. On dit alors que q est munie d'une structure affine, structure que Ton va etudier 
deux paragraphes plus loin. Soit D une derivation de q. Alors l'application bilineaire / sur q donnee par 

f(X, Y) - lu(D(X), Y) + lu(X, D(Y)) 

est un 2-cocycle pour la cohomologie scalaire de q. Elle permet done de definir une extension centrale 
E = g©Ke ou K = K ou C en posant 

[X + Ae, Y + Me = [X, Y] + f(X, Y)e. 

On verifie aisement que ceci est un crochet de Lie sur E, que e est dans le centre de E et dimi? = dimg+l. 
Considerons a present l'application bilineaire sur g donnce par 

fl(X, Y) = uj(((D + D*) o D + D* o (D + D*))(X), Y) 

ou D* est l'application adjointe de D par rapport a la forme non degeneree u>. Cette application 
appartient a Z 2 (g,K). Supposons que f2 E B 2 (g,K). II existe alors Zq € g tel que 

il(X,Y)=u{Z a ,[X,Y]) 

pour tout X, Y £ g. Definissons alors la derivation D\ de l'algebre de Lie E en posant 

Di{X) = -D(X) - u{Z Q ,X)e, X G 
Di(e) = 0. 

Cette derivation permet de construire une extension par derivation de E de dimension dimg+2, qui est 
un produit semi-direct 

g' = (0©Ke) k Dl Kd 



42 



de E par un espace de dimension 1, note K.d. Son crochet est donne par 



[X,Y] B , = [X,Y] E X.YeE 
[d,X] g , = -D 1 (X)-cj(Z Q ,X)e 

pour tout X, Y <E E. Alors l'application bilincaire 

wpg'xg'^ q' 

donnce par 

r w x i BXg = uj 

\ ui(e,d) = 1 

les autres produits non dermis etant nuls, est une forme symplectiquc sur g' L'algcbrc symplcctiquc 
(g r , u>i) est appelee la double extension symplcctique de (g, u>) au moyen de D et Zq. Cette construction nc 
fonctionne que sous l'hypothese E B 2 (g,K). Par contre, on montre que toutc algcbrc de Lie nilpotente 
symplcctique de dimension 2n + 2 est une double extension symplectiquc d'unc algcbrc symplcctiquc 
nilpotente de dimension 2n. 

10 Structures complexes 

Soit q une algebre de Lie reelle dc dimension pairc 2n dont la multiplication est notec /z. Une structure 
complcxc sur g est donnee par un endomorphismc J : g — > q vcrifiant 

f J 2 = -Id 

{ /i(J(X), J(Y) = fi(X, Y) + J(fi(J(X),Y) + f,(X, J(Y))) 

pour tout X, Y G g. Etablir l'existence d'une telle structure est un problcme assez difficile. Dans le cas 
nilpotent, S.Salamon donne dans [27] la classification des algebres de Lie nilpotentes reelles de dimension 
inferieure ou egale a 6 admcttant une telle structure. Cette classification montre qu'il existe des algebres 
nilpotentes n'admettant aucune structure complexe. Dans [22] on montre lc rcsultat suivant : 

Proposition 12 Soit g une algebre de Lie filiforme reelle de dimension 2n. Alors il n'existe aucune 
structure complexe sur g. 

Rappelons que la suite caracteristique c(g) d'une algebre de Lie nilpotente est Pinvariant a isomor- 
phisme pres donne par 

c(fl) =max{c(X),Xe fl -P 1 ( fl )} 

ou c(X) est la suite ordonnee decroissante des dimensions des blocs de Jordan de l'operateur nilpotent 
adX. En particulier la classc des algebres filiformcs dc dimension 2n est la classe des algebres de 
caracteristique (2n — 1, 1). Unc algebre est dite quasifiliforme si sa caracteristique est (2n — 2, 1, 1). En 
dimension 6, il n'existe qu'une seule classe d'algebre quasi-filiformc admcttant une structure complexe. 
On peut lire ce travail dans [10] qui repose sur la notion de structures complexes generalisees que Ton 
presente au paragraphe suivant. 
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11 Structures complexes generalisees 



Les structures complexes generalisees sont une nouvelle espece dc structures gcomctriqucs, introduites 
par Nigel Hitchin, et qui contienncnt les structures symplcctiques et les structures complexes comme cas 
extremes. Elles sont en generalement definies sur des varietes differentables. Nous particularisons cette 
etude aux algebres de Lie, ceci correspondant aux structures complexes generalisees invariantes a gauche 
sur des Groupes de Lie. Une presentation detaillee est faite dans [11]. 

Soit g une algebre de Lie reelle de dimension 2n. Notons par [X, Y] le crochet de g. Si g* est le dual 
vectoriel de g, on definit sur la somme directe externe © 0* une structure d'algebre de Lie en posant 

fi(X + a,Y + f3) = [X, Y] + i(X)d<y + i{Y)da 
ou X, Y £ g, a,/3 € 0* et i(X) designant le produit interieur, c'est-a-dire 

i(X)da{Z) = da{X,Z) = -a[X,Z]. 

Munissons cette algebre de Lie g © g* du produit scalaire invariant (on dit que c'est une algebre de 
Lie quadratique) donne par 

< X + a, Y + 13 >= ^(/3(X) + a(Y)). 
Ce produit scalaire est de signature (2n, 2n) (rappelons que g © g* est de dimension An). 
Definition 26 On dit qu'un endomorphisme lineaire 

J :g®g* — >g®g* 

est une structure complexe generalisee si 

1. J est une isometrie de <, >, c'est-d-dire 

< J(X + a), J(Y + f3) >=< X + a,Y + P> 
pour tout X, Y G g et a, (3 € g* , 

2. Si L est I'espace propre associe a la valeur propre i de J sur Vespace complexe (g © g*) <g> C, alors 
L est un sous-espace isotrope maximal de <,> (done de dimension 2n), involutif pour \x, c'est-a-dire 
H{L,L) C L. 

On peut caractcriser les sous-espaces isotropes et isotropes maximaux en utilisant les algebres de 
Clifford. Rappelons brievement la definition. Une algebre de Clifford est une algebre unitaire associative 
qui est engendree par un espace vectoriel V muni d'une forme quadratique Q soumise a la condition 

v 2 = Q(v) pour tout v G V. 

Soit ip un spineur (on peut prendre par exemple un element de Ag*.) L'action de Clifford de g © g* sur 
le spineur 4> est donnee par 

(X + a) • (j) = i(X)(f> + a A (j>, 
Cette action correspond a une representation des algebres dc Clifford car 
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(X + a) 2 • <j) =< X + a, X + a > (j). 
A tout spincur </>, faisons corrcspondre le sous-espace vectoriel L$ de g © g* donne par 

^ = {(I + a)£gffi g*, (X + a) • cj> = 0}. 

On dira que <j> est un spineur pur lorsque dimL^ = 2n. Dans ce cas est un sous-espace isotrope 
maximal pour <, >. Inversement, si L est un sous-espace isotrope maximal, alors l'ensemble des spineurs 

U L = W G Ag*, L = L^} 

est une droite de spineurs (purs) engendree par un spineur du type 

e B+iw 9i A __ A k 

ou B et bj sont des formes reelles et 9i des formes complexes de degre 1. Dans cette expression e A designe 
Id + B + B AB/2+... 

Definition 27 On dira que la structure complexe generalisee J est de type k si k est la codimension de 
la projection de L sur g . 

Notons que si J est de type k, alors le spineur pur engendrant L s'ecrit e B+luJ 0\ A ... A (le meme 

k). 

Exemples. 

1. Soit j une structure complexe sur l'algebre de Lie g reelle de dimension In. Alors l'endomorphisme 
de g © g* donne par 

J 1 (X + a) = -j(X)+f( a ) 

oil j* designe la transposee de j est une structure complexe generalisee de type (maximal) n. Dans ce 
cas, si T^i est l'espace propre de j associe a la valeur propre i, on a 

L = (r ,i) © (T ,i)* 

et le spineur pur definissant L est donne par 

p = e B 6i A . . . A n 

Rcciproquement, toute structure symplcctiquc generalisee de type n correspond a une structure complexe 
sur g. 

2. Supposons que g admette une forme symplectique lo. Nous pouvons considerer u> comme un 
isomorphismc 

w ■■ g -> g* 

donne par u>(X) = i{X)u>. Soit l'endomorphisme de g © g* donne par 

J u (X + a) =i{X)oj-uj- 1 (a). 

II definit une structure complexe generalisee de type 0. Dans ce cas 

L = {X + a,uj- l {a) = iX,Lu(X) = ia) = {X - iuj(X), X E g®C} . 

Rcciproquement, toute structure symplectique generalisee de type correspond a une structure sym- 
plectique sur g. 
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12 Structures affines 



Une structure affine sur une algebre de Lie q dont la multiplication est notee fj, est donnee par une 
application bilincairc 

V : g ® -> 

vcrifiant 

/ v(x,y)-v(y,x) = M (x,y) 

\ v(x, v(y, z)) - v(y, v(x, z)) = v(v(x, y), z) - v(v(y, x), z) 

pour tout X, y, Z G 0. Ccttc operation correspond en fait a la donnee d'unc connexion affine sans 
courbure ni torsion invariante a gauche sur un groupc de Lie d'algebre de Lie 0. Les identitcs ci-dessus 
signifie que l'algebre (0, V) est une algebre symetrique gauche encore appelee algebre de Pre-Lie. Toute 
algebre associative est done de Pre-Lie. On en deduit que toute algebre de Lie associee a une algebre 
associative admet une structure affine. Si V est commutative, alors e'est une multiplication associative 
commutative et l'algebre de Lie associee est abelienne. II y a done une correspondance bijective entre 
les algebres associatives commutatives de dimension n et les structures affines sur l'algebre abelienne 
de dimension n. Par exemple, on pourra consulter ccttc classification pour n = 3 dans [21]. Pour la 
dimension 4 on pourra consulter [8]. 

Le probleme d'existence d'une structure affine sur une algebre nilpotentc a longtemps etc dicte par la 
conjecture de Milnor stipulant que toute algebre de Lie nilpotentc ctait munic d'unc structure affine. Ceci 
impliquait cn particulicr que toute nilvaricte ctait affine (munic d'unc connexion affine sans courbure 
ni torsion). En fait Y. Besnoit a mis en evidence une nilvariete de dimension 11 sans structure affine. 
L'algebre de Lie correspondante est filiforme [7] . Dans ce qui suit, on va donner des exemples de 
structure affine construite en fonction de certaines proprietes de 0. 

• Supposons que soit de dimension 2n et munie d'une forme symplcctiquc lu. Pour tout X G 0, soit 
fx l'adjoint de adX pour la forme ui : 

w(n(y,x),z) = -u>(Y,f x {z)) 

pour tout Y, Z G 0. On verifie assez facilement que l'operation 

V(X,Y) = f x (Y) 

munie d'une structure affine. 

• Supposons que soit munie d'une derivation / inversible. Ceci implique necessairement que soit 
nilpotentc. Rappclons qu'unc derivation est un endomorphismc lincairc / : — > vcrifiant 

f(jM(X, Y j) = /i(/(X), Y) + »(X, f{Y)) 

pour tout l,y 6 g. L'application bilineaire definie par 

v(x,r) = r 1 ( M (/(x),y)) 

est une structure affine sur 0. La demonstration est laissee ici aussi en exercice. 
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• On peut egalement construire une telle structure en considerant une derivation / inversible ou non 
mais en supposant que la restriction de la derivation / a l'algebre derivee soit inversible. Dans ce 
cas l'opcration V est dcfinie comme ci-dessus. 

• Supposons que g soit munie d'un operateur de Baxter- Yang R, c'est-a-dire d'un endomorphismc 
verifiant 

l i{R{X),R{Y) = R{fi{R{X),Y) + R(Y))). 

Alors l'operation 

V{X,Y) = fx(R(X),Y) 

est une multiplication d'algebre de Pre-Lie. On en deduit que l'algebre de Lie g' de multiplication 
n' donnee par 

f i'(X,Y) = V(X,Y)-V(Y,X) 

est munie d'une structure affine. En general a' ^ u sauf si l'application Id — R est a valeurs dans 
le centre de g. 

• Dans le meme ordre d'idee, si g est munie d'un operateur de Baxter-Rota R, c'cst-a-dire d'un 
endomorphismc verifiant 

li(R(X), R(Y) + n(X, Y) = R(ji{R(X), Y) + n(X, R(Y))) 

alors l'application 

V{X,Y) = n{R{X),Y) 
donnc un rcsultat analogue au predent. 

• Si g est une algebre de Lie reelle de dimension In munie d'une structure complexe integrable, 
c'est-a-dire d'un endomorphismc J : g — > g verifiant J 2 = —Id ct la condition dc Nijcnhuis 

M(J(X), J(Y) = n(X, Y) + J(n(J(X),Y) + n{X, J(Y))) 

alors le morphismc R = —iJ est un operateur de Baxter-Rota. On en deduit que 

V(X,Y) = u(J(X),Y) 

definit une structure affine sur l'algebre de Lie de multiplication fJ,'(X, Y) = W(X,Y) — V(Y,X). 

13 Espaces homogenes reductifs 

Soient G un groupe de Lie connexe et H un sous-groupc dc Lie. On dit que l'cspacc homogene M = G / H 
est reductif si l'algebre dc Lie g de G peut se decomposer en une somme directe vectorielle 

= f) ® m 

ou f) est l'algebre de Lie de H et m un sous espace vectoriel verifiant 

ad(H)m C m 
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ce qui est equivalent si H est connexe a 

[t),m] c m. 

Ici, on note par [X, Y] la multiplication de g, pour rester conforme aux ecritures classiques en geometrie 
differcntielle. De telles varietes admettent toujours des connexions invariantes par G et une unique con- 
nexion affine V sans torsion G-invariante qui est complete. En ce qui concerne les metriques (rieman- 
nicnncs ou pscudo-riemannicnnes), il y a une correspondance bijective entre l'ensembles des metriques 
sur l'cspacc homogene reductif M = G/H invariante par G ct les formes bilineaircs symetriques non 
degenerees B sur m qui sont ad(H)— invariantes, e'est-a-dire, si H est connexe, qui verificnt 

B([Z,X],Y) + B(X, [Z,Y]) = 

pour X, Y G m et Z G f) . La connexion riemannienne associee coincide avec la connexion affine canoniquc 
sans torsion si ct seulement si 

B{[Z, X] m , Y) + B{X, [Z, Y] m ) = 

pour X, Y, Z G m oil [, ] m designe la projection sur m du crochet. Dans ce cas, M est appele cspacc 
homogene riemannicn naturcllemcnt reductif. 

13.1 Espaces symetriques 

La classe la plus connue et la plus etudiee d'espaces homogenes reductifs et dans le cas riemannicn, 
naturellcment reductifs est ccllc des espaces symetriques. Un espace symctrique est la donnee d'un 
espacc homogene M — G/H ct d'un automorphismc involutif a dc G tel que H soit compris entre le 
sous groupe G a des points fixes de G par a et sa composantc connexe passant par l'idcntitc dc G. Ceci 
revient a se donncr, en tout point x G M, un diffcomorphismc involutif, appclee symetrie et notee s x , tel 
que x soit un point fixe isole. Dans ce cas, Palgebre de Lie g est symctrique, e'est-a-dire s'ecrit, d'aprcs 
la decomposition reductive 

= f) ©m 

avec 

M] cf) 

[f),m] C m 
[m, m] c f) 

Notons que dans ce cas, on a necessairement ad(H)m C m et done un espace symetrique est bien reductif. 
De plus, la connexion canonique associee a tout espace homogene reductif est, dans le cas symetrique, 
la seule connexion affine invariante par les symetries. Considerons une algebre de Lie symetrique. 
L'application p definie par p(X) = X pour tout X £ f) et p(Y) = —Y pour tout Y G m est un automor- 
phismc involutif dc g. Ainsi toute espace symctrique definit une algebre de Lie symctrique naturellement 
munic d'un automorphismc involutif. La rcciproquc n'est pas exacte. Toutefois, si on suppose que le 
groupe de Lie G est connexe et simplement connexe, alors l'automorphisme p de g induit un automor- 
phismc involutif a de G et pour tout sous-groupe de Lie H compris entre le sous-groupe des points fixes 
de a et sa composante de l'idente, son algebre de Lie etant (), l'espace homogene G/H est symetrique et 
l'automorphisme associe est a. 

Un espace symetrique est dit riemannien s'il est muni d'une metrique G-invariante pour laquelle 
les symetries s x sont des isometrics pour tout x G M = G/H. En fait, dans ce cas, G correspond 
au plus grand groupe connexe des isometries de M et H le sous-groupe d'isotropie en un point fixe 



48 



de M. Si la metrique est riemannienne, alors H est compact, si elle est pseudo-riemannienne ceci 
n'est pas toujours vrai. Dans tous les cas, on suppose que le sous-groupe ad(H) des transformations 
lineaircs dc g est compact. On cn dcduit que g admct un produit scalaire ad(H) invariant tel que f) 
et m soicnt orthogonaux. En restriction a m, on retrouve la metrique G— invariantc munissant G/H 
d'une structure d'espace symctriquc ricmannien. La connexion ricmannicn coincide necessaircmcnt avec 
la connexion naturelle sans torsion de l'espace homogcne rcductif G/H. L'espace riemannicn G/H est 
done naturellcment reductif. Les algebres de Lie symetriques correspondantes aux espaces symetriques 
riemanniens sont les algebres de Lie orthogonales symetriques. Ce sont des algebres de Lie symetriques 
Q = fj © m telles que l'algebre de Lie ad(l)) soit compactc. Si H n'a qu'un nombre fini de composantes 
connexes, ceci est equivalent a dire que le groupe ad(H) est compact. Nous avons vu que g admettait 
un produit scalaire B qui est done ad( f))— invariant et pour lequel f) et m sont orthogonaux. L'invariance 
de B se traduit par 

B([X,Y],Z) + B(Y,[X, Z]) = 

pour tout X e f) et Y, Z G m. On cn dcduit la structure d'une algebre symetrique orthogonale. Supposons 
l'espace symetrique ricmannien (et non pseudo-ricmannicn). Si le centre de g ne rencontre pas m, alors 
g est la somme directe de deux algebres symetriques orthogonales gi = \)\ © mi et g 2 = 1)2 © ni2 avec 
[nil, mi] = et g 2 semi-simple. L'etude des algebres de Lie symetriques orthogonales se ramene done a 
la classe des algebres semi-simples. Si l'algebre symetrique orthogonale est simple, la forme de Killing- 
Cartan K dc g est dermic (positive ou negative) sur m. Elle est dite de type compact si K est definic 
negative sur m, et de type non-compact si elle est definic positive. Dans lc premier cas, l'espace G/H est 
symctriquc ricmannicn compact. Lcur classification se decrit enticremcnt par cellc des algebres simples 
symetriques orthogonales compactcs. Elle est due a Elie Cartan. Dans la liste suivante on donne le couple 

fob). 

AI : (su(n), so(n)) 

All : (su(2n), sp(n)) 

AIII : (su(p + q), su(p) © su(q) 

BDI : (so(p + q), so{p) © so(q) 

Dili : (so(2n),u(n)) 

CI : (sp(n), u(n)) 

CII : (sp(p + q), sp(p) © sp(q) 

EI: {E(6),sp(4)) 

Ell (E(6),su(6)®su(2)) 

EIII : (S(6),so(10) ©so(2)) 

EIV : (E(6),F(4)) 

EV : (E(7),su(8)) 

EVI : (#(7),so(12)©su(2)) 

EVII : (E(7),E(6)@so(2)) 

EVIII: (E(8),so(l6)) 

EIX : (E(8),E(7)®su(2)) 

FI : (F(4),«p(3)©«i(2)) 

FII: (F(4),so(9)) 

G : (G(2),«i(2) ®3u{2)) 
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13.2 Espaces homogenes reductifs non-symetriques 

Soit r un groupe abelien fini. Un espace homogene M = G/H est dit V— symetrique s'il existe un 
sous-groupe Tq de Aut(G) isomorphe a T tel que H soit compris entre l'ensemble des points fixes de 
tous les elements <j 7 de Tq et sa composante connexe passant par l'element neutre. Dans ce cas, il existe 
pour tout x 6 M un sous-groupe du groupe des diffeomorphismes de M isomorphe a T. Les elements 
sont appeles les symetries et notees s 1}X et x et un point fixe isole de ces symetries. L'algebre de Lie g 
de G admet une decomposition T— symetrique, c'est-a-dire s'ecrit 

= ®7ST 07 

avec 

[07l ' 072] C- 07172 • 

Une telle algebre est appelee T-symetrique. Cette graduation est definie par un sous-groupe d'automor- 
-phisme de g isomorphe a T et si G est connexe et simplement connexe, cette graduation definit une struc- 
ture T— symetrique sur G/H. Si on pose m = © 7 ^i r 7 , on voit que g = 0i r ©m et cette decomposition 
donne une structure d'espace homogene reductif sur G/H. Contrairement aux espaces symetriques, la 
connexion canonique de Nomizu et la connexion canonique sans torsion d'un espace homogene reductif 
ne coincident pas. Dans [?], en utilisant les graduations des algebres simples par des groupes finis, on 
donne la classification des espaces homogenes reductifs Z^-symetriques lorsque g est simple et non ex- 
ceptionnelle. On en deduit en particulier la classification des algebres simples compactes Zj-symctriqucs 
non exceptionnellcs : 
(su(2?i), su(n)) 

(sulkt + fc 2 ), su(fcx) © su(k 2 ) © C) 

(su(ki + fc 2 + ^3), su(fci) © su(k 2 ) © su(k 3 ) © C 2 ) 

(su(ki + k 2 + k 3 + fc 4 ), su(h) © su(k 2 ) © su(k 3 ) © su(k 4 ) © C 3 ) 

(su(n), so(n)) 

(su(2m), sp(m)) 

(su(ki + fc 2 ), so(fcx) © so(k 2 )) 

(su2(k 1 + k 2 ),sp(2ki) © sp(2k 2 )) 

(so(ki +k 2 + k 3 + fc 4 ), so(fci) © so(k 2 ) © so(k 3 ) © so(fc 4 )) 
(so(4to), sp(2m)) 
(so(2m), so(m)) 

(sp(ki +k 2 + k 3 + fc 4 ), sp(ki) © sp(k 2 ) © sp(k 3 ) © sp(k 4 )) 
(sp(4m), sp(2m)) 
(sp(2m), so(m)) 

13.3 Espaces riemanniens et pseudo-riemanniens T-symetriques 

Soit (M = G/H,T) un espace homogene r-symetriquc. 

Definition 28 Une metrique riemannienne g sur M est dite adaptee a la structure T '-symetrique si 
chacune des symetries s ltX est une isometrie. 

Si Vg es t l a connexion de Levi-Civita de g, cette connexion ne coincide pas en general avec la 
connexion canonique y de l'espace homogene (r-symetrique). Ces deux connexions coincident si et 
seulement si g est naturcllement reductive. 
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Par exemple dans le cas de la sphere S 3 considered comme espace (Z2) 2 -symetrique, les metriqucs 
adaptees a cette structure sont les metriques sur 50(4) / Sp(2) invariantes par 50(4) chacune etant dermic 
par une forme bilincaire symctrique B sur so(4) qui est ad(sp(2))-invariante. Si so(4) = sp(2)©0 a ffi0bffi0 c 
est la decomposition (Z2) 2 -graduee correspondante, le fait de dire que sur S 3 les symetries s ltX sont des 
isometries est equivalent a dire que les espaces e ,0a,0f>,0c sont deux a deux orthogonaux pour B. 
Decrivons en detail cette graduation: 
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Si {Ax, A2, A3, X,Y, Z} est une base adaptee a cette graduation et si {ax, a2, a 3 , u>x, UJ2, 1^3} en est la 
base duale alors 

B IsaeBbesc^ \^x + ^2^2 + ^3^3- 

La mctriquc correspondante sera naturcllcment reductive si et seulement si Ai = A2 = A3 et dans ce 
cas-la elle correspond a la restriction de la forme de Killing Cartan. 

13.4 Exemple : l'espace pseudo-riemannien S0(2m) / Sp(m) 
13.4.1 La graduation (Z2) 2 -symetrique 

Considerons les matrices 

Sm = (-i n o n )' Xa = \o 1 i)> Xb= (i o)' Xc = (i o 1 )- 

Soit M £ so(2m). Les applications 

r a (M) = J- l MJ a 
n(M) = J^MJ b 
tJM) = J- X MJ C 

ou J a = S m (g> X a , Jb = S rn ® X b , J c = S m 55 X c sont des automorphismcs involutifs de so(2m) qui 
commutent deux a deux. Ainsi {Id, r a , Tb, t c } est un sous groupe de Aut(so(2m)) isomorphe a (Z2) 2 . II 
definit done une (Z2) 2 -graduation 

so(2m) = g e © 2 a © b © Qc 

ou 

fle = {M e so(2m)/ Ta {M) = n(M) = r c (M) = M} 
2a = {M e so(2m)/T a (M) = t c (M) = -M,r b (M) = M} 
2b = {M S so(2m) I n (M) = r c (M) = -M,r a (M) = AI} 
2 C = {M e so(2m)/T a (M) = n (M) = -M,t c (M) = M} 
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Ainsi 
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l Ax = 
avec t A 2 



l Xx 



-Ax, 
A 2 , 



'Bx 
l B 2 



-Xx, *Yx = 
-Zx, *Ti 



-x 2 , 
-z 2 , 



-x 3l 
z 3 , 



Bx 
B 2 



-Yx 
Tx 



Y 2 
-T 2 



-Y 3 
-T 3 



Notons que dimQ e = m(2m + 1), dimg a = dimQb = dimQ c = m(2m — 1). 

Proposition 13 Dans cette graduation g e est isomorphe a sp(m) et toute (7* 2 ) 2 -graduation de so(2m) 
telle que g e soit isomorphe a sp(m) est equivalente a la graduation ci-dessus. 

En effet g e est simple de rang m et de dimension m(2m + 1). La deuxieme partie resulte de la 
classification donnee dans [4] et [5] . 

Corollaire 4 II n'existe, a equivalence pres, qu'une seule structure d'espace homogene {H, 2 ) 2 -symetrique 
sur Vespace homogene compact SO(2m)/Sp(m). 

Cette structure est associee a l'existence en tout point x de SO(2m) / Sp{m) d'un sous-groupe de 
Vif f{M) isomorphe a (Z 2 ) 2 . Notons T x ce sous-groupe. II est entitlement denni des que Ton connait 
Tx oil 1 est la classe dans SO{2m) / Sp(m) de l'element neutre 1 de SO(2m). Notons 

Fl = { s e,li s a,Xi s b,Xi S c,l} ) 

les symetries s 7 = ~k(pj(A)) ou n : SO(2m) — ► SO(2m)/Sp(m) est la submersion canonique, 
x = 7r(yl) et p-y est un automorphisme de SO(2m) dont l'application tangente en 1 coincide avec r 7 . 
Ainsi 

Pa (A) = J^AJa 

Pb (A) = J^ 1 AJ b . 
Pc {A) = J~ l AJ c 

Si B e ir(A) alors il existe P e Sp(m) tel que B = AP. On a Ja l BJ a = J- l AJ a J- l PJ a = J~ x AJ a 
car P est invariante pour tous les automorphismes p a ,pb,p c - 

Une metrique non degeneree g invariante par SO(2m) sur SO(2m) / Sp(m) est adaptee a la (Z2) 2 - 
structure si les symetries s Xj7 sont des isometries c'est-a-dire si les automorphismes p 7 induisent des 
isometries lineaires. 
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Ceci implique que g soit definie par une forme bilineaire symetrique non degeneree B sur g a © 0b © 0c 
telle que les espaces Q a , 0b, C soient deux a deux orthogonaux. Determinons toutes les formes bilineaircs 
B verifiant les hypotheses ci-dessus. Une telle forme s'ecrit done 

B = B a + Bb + B c 

ou -B a (rcsp. Bb, resp. B c ) est une forme bilineaire symetrique non degeneree invariante par Q e dont le 
noyau contient b © C (resp. g a © C , resp. g a © g b ). 



13.4.2 Exemples 

1) Dans le cas de la sphere SO(4)/Sp(2) la metrique adaptee a la structure (Z 2 ) 2 -symetrique est definie 
par la forme bilineaire B sur g a ©0b ©0 C qui est ac?(sp(2))-invariante. Nous avons vu qu'une telle forme 
s'ecrivait 

B = Xjujl + \\uj\ + A3W3. 

Elle est definie positive si et seulcment si les coefficients Xi sont positifs ou nuls. 

2) Considerons l'espace (Z2) 2 -symetrique compact SO(8)/Sp(A). Afin de fixer les notations ecrivons 
la (Z2) 2 -graduation de so(8) ainsi: 
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et pour la matrice Xi (resp. Yi,Zi,Ti) on notera Xi 



X,= 







-x 2 , 
-z 2 , 



-x 3 , 
z 3 , 



.1 j 





si elle est symetrique, e'est a dire Xi =Ylj X \X\ 



*I 2 = 
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^3 



Y 2 
-T 2 



-Y 3 
-T 3 



si elle est antisymetrique ou 



Enfin on notera par les lettres 01,^1,^1,6, les formes lincaires duales des vecteurs definis respec- 
tivement par les matrices Xi,Yi,Zi,Ti. Ainsi si X, est antisymetrique, la forme duale correspon- 
dante sera notee ati, et si X, est symetrique, les formes duales a^,a 2 ,af correspondent aux vecteurs 
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Ceci etant la forme B s'ecrit B a + Bt, + B c ou la forme B 1 a pour 
72 avec 7 7^ 7l et 7 7^ 72 . Determinons B a . Comme elle est invariante par ad(sp(2)) 
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on obtient: 

' B a (X l ,Y 1 ) = B a (X 1 ,Z 1 ) = B a (X 1 ,T}) = 
B a (Y 1 ,Z 1 ) = B a {Y u Ti) = 
B a {Z u T{) = B a (T(, Tf) = pour i = 1, 3 
B a (X 1 ,X 1 )=B a (Y 1 ,Y 1 )=B a (Z 1 ,Z 1 )=B a (Tl,T?)=0 
B a {TlTl) = B a {T?,T*) 
B a (X x ,Xi) = 2B a (T 1 \T 1 1 ) - 25 a (T 1 1 ,T 1 3 ) 

Ainsi la forme quadratiquc associee s'ecrit 

q 0a = Mai +01+ 7l 2 + (5\f) + \ 2 {{5\f) + (<5 3 ) 2 ) 

soit 



(A 2 



Ai 



)($)(*?)) 



q B « = M(ai + ft + ji + (6l) 2 ) + ( 



3A 2 
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)(Sl + Srf + (^ + ^)(Sl-Sf) 
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De meme nous aurons 
<? B b = A 3 (« 2 

ct 



,3A 4 



3flc 



Mal + Pl + (jl) 2 + 5l) + C- 
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,3A 6 



^)(/3 2 1 + /3l) 2 + (^ + ^)(/3 2 1 



A 5w l . 3x 2 . . 

y)(7 3 + 7 3 ) + (— + 



-Pi) 2 

7 3 3 ) 2 - 



Remarques. 1. La forme -B definit une metrique riemannicnne si et seulement si 

A 2p > ^ > 
6 

pour p = 1,2,3. Si cette contrainte est relachee, la forme B, supposee non degeneree, peut definir 
une metrique pseudo-riemannienne sur l'espace (Z 2 ) 2 -symetrique. Nous verrons cela dans le dernier 
paragraphic. 

2. Considerons le sous-espace g e © g a . Comme [fl ,fl a ] C fl e , c'est une sous-algebre de so(8) (ou 
plus generalement de fl) admettant une stucture symetrique. La forme B a induit done une structure 
riemannienne ou pseudo-riemannienne sur l'espace symetrique associe a l'espace symetrique local (g e , g a ). 
Dans l'exemple precedent g e © g a est la sous-algebre de so(8) donnee par les matrices: 
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X 5 , 
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Dans [8], on determine les espaces reels en etudiant ces structures symetriques g e ffi g a donnees par 
deux automorphismes commutant de g. En effet si g est simple reelle et si a est un automorphismc 
involutif de g, il existe une sous-algebre compacte maximale gi de g qui est invariante par a et l'etude 
des espaces locaux symetriques (g, g e ) se ramene a l'etude des espaces locaux symetriques (gi, flu) ou gi 
est compacte. Dans ce cas g est definic a partir de gi par un automorphisme involutif r commutant avec 
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l'automorphisme a. Ici notre approche est en partie similaire mais le but est de regarder la structure 
des espaces non symetrique associes aux paires (g,g e ). 

Dans le cas particulier de l'espace (Z 2 ) 2 -symetrique compact SO(8)/Sp(4), l'algebre de Lie g e © g a 
est isomorphe a so(4) ffil oil R designe l'algebre abelienne de dimension 1. Notons egalement que 
chacun des espaces symetriques g e © g a , g e © gj,, g e © 0c est isomorphe a so(4) © R. Mais ceci n'est pas 
general, lcs algcbres symetriques peuvent ne pas etre isomorphcs ni memo de memo dimension. L'espace 
symetrique compact connexe associe est l'espace homogene Su{4) / Sp(2) x T on T est le tore a une 
dimension. C'est un espace riemannien symetrique compact non irreductiblc. La metrique q Ba definic 
precedemment correspond a une metrique ricmannienne ou pseudo-riemannienne sur cct espace. La 
restriction au premier facteur correspond a la metrique associee a la forme de Killing Cartan sur su(A). 
Elle correspond a A2 = y- 

13.4.3 Cas general: metriques adaptees sur SO(2m) j ' Sp(m) 

Notations. Nous avons ecrit une matrice generale de g a sous la forme (13.4.1). Si on note (X±, Yi, Z\, T±) 
un element de g a , on considerc la base de g a , {Xxjj, Y% t ij, Zi^j, T±^j} corrcspondant aux matrices 
elementaires . La base duale sera notee (a a ,ij, Pa,ij,la,ij,5 a ,ij)- Rappelons que X\,Y\,Z\ sont anti- 
symetriques alors que T\ est symetrique. Les crochets correspondent aux representations de so(y) sur 
lui-meme ou de so(y) sur l'espace des matrices symetriques. On aura done 

% a = kCEKh + via + + E 5 hj) + x ^ 5 Im) + ( A 2 - y )(!><*.«**.*•)■ 

i^j i<j 

Les formes q Bb et g flc admettent une decomposition analogue, en tenant compte du fait que dans gi, ce sont 
les matrices Y 2 qui sont symetriques et pour g a les matrices Z\ (13.4.1). On note {ctb,ij,/3b,ij,'Yb,ij> Sb,ij) la 
base duale de j A' 2 V 2 ,,. Zj., ,. I', ,, } et par {a c>i j,f3 c>i j,j Ct ij,6 Ci ij) la base duale de { A' :! , .. V L , ,. Z.,., ,. , | . 

Proposition 14 Toute metrique non degeneree adaptee a la structure (Z 2 ) 2 -symetrique de l'espace 
homogene SO(2m) / Sp(m) est definie a partir de la forme bilineaire ad(g e )-invariante sur a © 0b © 0c 
B = %a+ % b + ?Bi a «ec 

' = K (E«« + ft,a + Ha) + + ^lu) + (*§ - $){Ei <j (8a,iiS a , jS ) 

< % b = a?(E«« + + + Pin) + AiPlid + (a 2 - ^XE^ 

Qsc = A? (E(/3c,ij + 7c,ij) + s h 3 + E<*y « 2 ,y) + A|(a 2 ii) + (A§ - ¥)(E«j(«c,«Qi C ji) 
Soit 7 £ {a, b, c}. Les valeurs propres de la forme q s ^ sont 

Mi,7 = ^D ^2.7 = A 2 /2 + A 1 /4, ^ 3 7 = A 2 — A 1 - 

oii r est l'ordre commun des matrices symetriques X4 , Y2 , .Zi . Ces valeurs propres sont respectivement 
de multiplicite dimg 7 —r,r — 1,1. Le signc des valeurs propres ^t 2j7 et /i3 i7 est done 

r ^ 2j7 > -<=> A 2 > -AJ/2 
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On en deduit, si s(q) designe la signature de la forme quadratique q 
s(<?£b) 



= (dimQ-y, 0) 




<S> (A? > 0, 


\7 ^ \7 r-1 \ 
A 2 > A l 2(r+l)i 


= (dimQy — 1 


1) 


<S> (Xj > 0, 


A l/ 2 < A 2 < A l 2(r+l)) 


= (dimg-y — r, 


r) 


^> (A? > 0, 


A 2 < -A?/2) 


= (r, dimQry — 


r) 


& (Xj < o, 


A] > -A7/2) 


= (1, dimQ-y — 


1) 


O (A? < 0, 


Al 2(r+l) < A 2 < A x /2) 


= (0, dimg 7 ) 




^ (A7 < 0, 


\7 ^ \7 r-1 
A 2 A l 2(r+l) 



Notons que /X2 l7 = ^t3 l7 si et seulement si A^ = 2Aj- 

13.4.4 Classification des metriques riemanniennes adaptees sur SO(2m)/ Sp(m) 
Commc r = m ^t m 7n on a le resultat suivant 

m^+m+2 

Theoreme 14 Toute metrique riemannienne sur SO(2m) / Sp(m) adaptee a la structure (Z2) 2 -symetrique 
est definie a partir de la forme bilineaire sur a © 06 © 0c 

B = Q Ba (A?, Ag) + <z fl6 (Ai , A») + g Bb (A*, A|) 

avec 

f XJ>0 

1 \T ^ \7 m 2 +m-2 \ 
I A 2 -> A l 2(m 2 +OT+2^ 



pour £ou£ 7 G {a, 6, c}. 



Pour une telle metrique. la connexion de Levi-Civita ne coincide pas en general avec la connexion 
canoniquc associee a la structure (Z2) 2 -symctrique ([5]). Ces deux connexions sont les memes si et 
seulement si la mtrique riemannienne est naturellcmcnt reductive. Elle correspond done a la restriction 
de la forme de Killing (au signe pres) de SO(2m). Cctte metrique correspond a la forme bilineaire B 
definie par les parametrcs 

\ a \b \c 0\ a O \ ^ 0\ c 

A^ — A^ — A-^ — — A^ — ^2 ' 

13.4.5 Classification des metriques lorentziennes adaptees sur l'espace SO(2m) / Sp(m) 

Les metriques lorentziennes adaptees a la structure (Z2) 2 -symctriquc sont definies par les formes bilineaircs 
B, definies dans la section precedente, dont la signature est (dim{Q a ) + dim{Qb) + dim(g c ) — f , 1 ). On a 
done 

Theoreme 15 Toute metrique lorentzienne sur SO(2m) / Sp(m) adaptee a la structure (Z2) 2 -symetrique 
est definie par I 'une des formes bilineaires 



B = q Ba (A?, AS) + g 0b (A^,A|) + q Sb (A> , A*) 



5G 



V 7 G {a,6,c}, Xj > 

3 7o e {a, b, c} tel que - Xj" /2 < A] < Xj° 3 
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